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40 50 60 70 80 90 100 120 150 200 o0
110900 | 2835 2,809 2,791 2,779 2,769 2,762 2,756 2,748 2,739 2,731 2,706
110,950 | 4,085 4,034 4,001 3,978 3,960 3,947 3,936 3,920 3,904 3,888 3,841
110975 | 5424 5340 5,286 5,247 5218 5,196 5,179 5,152 5,126 5,100 5,024
11099 |7314 7,171 7,077 7,011 6,963 6,925 6,895 6,851 6,807 6,763 6,635
210,900 | 2,440 2,412 2,393 2,380 2,370 2,363 2,356 2,347 2,338 2,329 2,303
20950 | 3,232 3,183 3,150 3,128 3,111 3,098 3,087 3,072 3,056 3,041 2,996
20975 | 4,051 3,975 3,925 3,800 3,864 3,844 3,828 3,805 3,781 3,758 3,689
210,990 | 5178 5,057 4,977 4,922 4,881 4,849 4,824 4,787 4,749 4,713 4,605
310,900 | 2,226 2,197 2,177 2,164 2,154 2,146 2,139 2,130 2,121 2,111 2,084
310,950 | 2,839 2,790 2,758 2,736 2,719 2,706 2,696 2,680 2,665 2,650 2,605
3|0,975 | 3,463 3,390 3,343 3,309 3,284 3,265 3,250 3,227 3,204 3,182 3,116
310,990 | 4,313 4,199 4,126 4,074 4,036 4,007 3,984 3,949 3915 3,881 3,782
410,900 | 2,091 2,061 2,041 2,027 2,016 2,008 2,002 1,992 1,983 1,973 1,945
40,950 | 2,606 2,557 2,525 2,503 2,486 2,473 2,463 2,447 2432 2417 2372
40975 | 3,126 3,054 3,008 2,975 2,950 2,932 2917 2,894 2,872 2,850 2,786
410,990 | 3,828 3,720 3,649 3,600 3,563 3,535 3,513 3,480 3,447 3,414 3,319
510,900 | 1,997 1,966 1,946 1,931 1,921 1912 1,906 1,896 1,886 1,876 1,847
510,950 | 2,449 2,400 2,368 2,346 2,329 2,316 2,305 2,290 2,274 2,259 2,214
510,975 | 2904 2,833 2,786 2,754 2,730 2,711 2,696 2,674 2,652 2,630 2,566
510990 | 3,514 3,408 3,339 3,291 3,255 3,228 3,206 3,174 3,142 3,110 3,017
609001927 1,89 1,875 1,860 1,849 1,841 1,834 1,824 1,814 1,804 1,774
6| 0,950 | 2,336 2,286 2,254 2,231 2214 2,201 2,191 2,175 2,160 2,144 2,099
6 | 0,975 | 2,744 2,674 2,627 2,595 2,571 2,552 2,537 2,515 2,494 2,472 2,408
60,990 | 3,291 3,186 3,119 3,071 3,036 3,009 2,988 2,956 2,924 2,893 2,802
710,900 | 1,873 1,840 1,819 1,804 1,793 1,785 1,778 1,767 1,757 1,747 1,717
710,950 | 2,249 2,199 2,167 2,143 2,126 2,113 2,103 2,087 2,071 2,056 2,010
710,975 | 2,624 2553 2,507 2,474 2450 2,432 2,417 2,395 2,373 2,351 2,288
710,990 | 3,124 3,020 2,953 2,906 2,871 2,845 2,823 2,792 2,761 2,730 2,639
810,900 | 1,829 1,796 1,775 1,760 1,748 1,739 1,732 1,722 1,712 1,701 1,670
80,950 | 2,180 2,130 2,097 2,074 2,056 2,043 2,032 2,016 2,001 1,985 1,938
80975 | 2,529 2,458 2,412 2379 2,355 2,336 2,321 2,299 2,278 2,256 2,192
810,990 | 2,993 2,890 2,823 2,777 2,742 2,715 2,694 2,663 2,632 2,601 2,511
910,900 | 1,793 1,760 1,738 1,723 1,711 1,702 1,695 1,684 1,674 1,663 1,632
910,950 | 2,124 2,073 2,040 2,017 1,999 1,986 1,975 1,959 1,943 1,927 1,880
90975 | 2,452 2,381 2,334 2,302 2,277 2,259 2,244 27222 2200 2,178 2,114
90990 | 2,888 2,785 2,718 2,672 2,637 2,611 2,590 2,659 2,528 2,497 2,407
Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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2 1 Grundlagen Anhang: Tafeln zu einigen wichtigen Verteilungen

Regeln fiir die Erstellung von Tabellen C Chi-Quadrat-Verteilung

1. Jede Tabelle trigt eine Uberschrift, in der die beschriebene statistische Masse sachlich, zeitlich und
raumlich abzugrenzen ist.

2. Tabellenkopf und die Vorspalte enthalten die Erlduterung zum Zahlenteil. Jede Zahl im Zahlenteil
ist somit charakterisiert durch die jeweilige Zeilen- (in der Vorspalte) und Spaltenbezeichnung (im

Vertafelt sind die Werte von 2 zu gegebenen Werten der Verteilungsfunktion fiir v Freiheitsgrade. Fiir
X (V) gilt F(x?_,(v)) = 1 — . Approximation fiir v > 35: x2 (V) = }(zi_a + V2V —1)2.

Tabellenkopf). Kein Tabellenfeld sollte leer sein. Dabei bedeutet ,,— genau Null, wihrend ,,0° mehr Y 0,600 0,700 0,800 0,900 o_wmw Qo_wﬂm 0,980 0,990 0,995 0,999
als Null, aber weniger als die Halfte der EoEma.ms Umaﬁozczmmﬂ::o: coao_.:ﬁ A.m:o: 0,0 oder 0,00). 1 7 0,708 1,074 1,642 2.706 3.841 5.024 5.412 6.635 7879 10827
3. FuBnoten enthalten Erlduterungen zum Inhalt einer Tabelle sowie Quellenhinweise. D 1,833 2408 3,219 4,605 5.991 7.378 7.824 9210 10,597 13,815
Wm_u.” Tab ... gowb_u@z\m&_AQdSM der Stadt XY am 30.02.20.. QE Hm&.v 3 M_whm w.mmm L:@#M m.mm‘_ N_m‘_m Q‘w#m mﬁmwﬂ 1 ‘_‘whm ‘_M_mmm ‘_Q_Mmm
Geschlecht Familienstand Insgesamt 4 4,045 4,878 5,989 7,779 9,488 11,143 11,668 13,277 14,860 18,466

: - : : 5| 5132 6,064 7,289 9236 11070 12,832 13,388 15086 16,750 20,515

ledig | verheiratet | verwitwet | geschieden 6 6211 7231 8558 10,645 12502 14449 15033 16,812 18,548 22457

ménnl. 102 89 5 4 200 7 7 7283 8383 9,803 12,017 14,067 16,013 16,622 18475 20,278 24,321

weibl. 109 90 15 6 220 8 8351 9524 11,030 13,362 15507 17,535 18,168 20,090 21,955 26,124

Tnsgesamt | 211 79 20 o 120 9| 9414 10,656 12242 14,684 16919 19,023 19,679 21,666 23589 27,877

10 10,473 11,781 13,442 15987 18,307 20,483 21,161 23,209 25188 29,588

Quelle: Stidtestatistisches Amt XY 11 7 11,530 12,899 14,631 17,275 19,675 21,920 22618 24,725 26,757 31,264

12 12,584 14,011 15812 18,549 21,026 23,337 24,054 26,217 28,300 32,909

Grundformen grafischer Darstellungen 13| 13,636 15119 16,985 19,812 22,362 24,736 25471 27,688 29,819 34,527
14 14,685 16,222 18,151 21,064 23,685 26,119 26,873 29,141 31,319 36,124

Balkendiagramm Flachendiagramm 15 | 15733 17,322 19,311 22,307 24,996 27488 28259 30,578 32,801 37,698

% X5 X 16 16,780 18,418 20,465 23,542 26,296 28,845 29,633 32,000 34,267 39,252

17 | 17,824 19511 21,615 24,769 27,587 30,191 30,995 33,409 35718 40,791

] 1 o Xz 18 18,868 20,601 22,760 25989 28,869 31,526 32,346 34,805 37,156 42,312
B ‘ e 87 19,910 21,689 23,900 27,204 30,144 32,852 33,687 36,191 38,582 43,819
P - H 20 20,951 22775 25038 28412 31410 34,170 35020 37,566 39,997 45314

- - : - Xs 21| 21,992 23,858 26,171 29615 32,671 35479 36,343 38,932 41401 46,796

‘ ‘ ‘ 22 23,031 24,939 27,301 30,813 33,924 36,781 37,659 40,289 42,796 48,268

oo X X X X X3 23 7 24,069 26,018 28,429 32,007 35172 38,076 38,968 41,638 44,181 49,728
Streuungsdiagramm Kurvendiagramm 24 25106 27,096 29,553 33,196 36,415 39,364 40,270 42,980 45558 51,179

25| 26,143 28,172 30,675 34,382 37,652 40,646 41,566 44,314 46928 52,619

y X e 26 27,79 29,246 31,795 35563 38,885 41,923 42,856 45642 48290 54,051

o 27 7 28,214 30,319 32912 36,741 40,113 43,195 44,140 46,963 49,645 55475

28 29,249 31,391 34,027 37,916 41,337 44,461 45419 48278 50,994 56,892

L 29 | 30,283 32461 35139 39,087 42,557 45722 46,693 49588 52,335 58,301

o T // \\ 30 31,316 33,530 36,250 40,256 43,773 46,979 47,962 50,892 53,672 59,702

, 31 7 32,349 34,598 37,359 41422 44,985 48232 49,226 52,191 55,002 61,098

x t 32 33,381 35665 38466 42585 46,194 49480 50,487 53,486 56,328 62487

33 | 34,413 36,731 39,572 43745 47,400 50,725 51,743 54,775 57,648 63,869

Aufgabe | Ergellen Sie ein Kreisdiagramm des Merkmals Familienstand fiir das obige Beispiel 34 35444 37,795 40,676 44,903 48602 51,966 52,995 56,061 58,964 65247
@ der Wohnbevolkerung. 35 7 36,475 38,859 41,778 46,059 49,802 53,203 54,244 57,342 60,275 66,619

RoéRler/Ungerer Statistische Formelsammlung Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen Anhang: Tafeln zu einigen wichtigen Verteilungen
2.1 Darstellungsformen A Standardnormalverteilung
Die erste Stufe einer Auswertung erhobener Daten umfasst die sinnvolle Ordnung der Merkmalswerte bzw. ihre Vertafelt sind die Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P(Z < ) fiir z > 0.
Zusammenfassung zu Gruppen mit gleichen Merkmalsauspragungen. Die tabellarische oder grafische Darstellung
der Hiufigkeiten des Auftretens von Merkmalsausprigungen hei8t Haufigkeitsverteilung. z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 7 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 10,5239 0,5279 0,5319 0,5359
Begriffe Symbole 0,1 05398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 7 0,5793 10,5832 10,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
Statistische Masse (Grundgesamtheit) be- | Umfang: n (N) durchnummerierte (verschliisselte, anony- 0,3 0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
steht aus statistischen Einheiten mit densel- | misierte) statistische Einheiten: 0,4 7 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
ben Identifikationsmerkmalen. i=1,2,....n(N) 0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
; 0,6 7 0,7257 0,7291 0,7324 10,7357 10,7389 0,7422 10,7454 10,7486 0,7517 0,7549
Urliste enthdlt Beobachtungswerte des | ai,...,4;,....an 07 07580 07611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
Merkmals X von 7 statistischen Einheiten. 0807881 07910 07939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
. 0,9 08159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
Merkmalsauspragungen des Merkmals X | X1, %)+ im 10| 08413 08438 0,8461 08485 08508 08531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
m 1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
absolute Haufigkeit der Ausprigung x; hj=h(x;) mit M. hj=n 1,2 7 0,8849 10,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 10,8980 0,8997 0,9015

J=1 1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
h m 1,4 10,9192 0,9207 0,9222 10,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319

relative Haufigkeit von x; fi=rfxj)= —L mit M fi=1 1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 10,9406 0,9418 0,9429 0,9441
n J=1 1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 10,9484 10,9495 10,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545

1,7 0,9554 0,9564 0,9573 10,9582 0,9591 0,9599 10,9608 0,9616 0,9625 0,9633

relative Hiufigkeitsfunktion fay=d Ji frx=xg j=1,m 18] 09641 09649 09656 0,9664 09671 0,9678 09686 0,9693 09699 0,9706
0 sonst 1,9 09713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 10,9750 0,9756 0,9761 0,9767
] 2,0 | 09772 10,9778 0,9783 0,9788 10,9793 0,9798 0,9803 10,9808 0,9812 0,9817
kumulierte absolute Hiufigkeit von x; des . J 21 0,9821 10,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857

. . H;=H(x;) mit E.HM\N?\«»AX\SLQE:H:

mindestens ordinalen Merkmals X = 2,2 | 09861 0,9864 0,9868 0,9871 10,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 10,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916

kumulierte relative Hiufigkeit von x; des Fy = F(x;) mit F, = M\.U\. _ @ <y o1 2,4 7 0,9918 10,9920 0,9922 0,9925 0,9927 10,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
mindestens ordinalen Merkmals X J J J &= k= SN Sm 2,5 09938 0,9940 0,9941 0,9943 10,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 7 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 10,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964

0 fir x<ux 2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974

Empirische Verteilungsfunktion F(x)= Fi fir xj<x<uxji1, j=1,....m—1 2,8 7 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 10,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
1 fir x>x, 29 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 10,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

3,0 7 0,9987 10,9987 0,9987 0,9988 10,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990

3,1 0,9990 0,9991 10,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997

Bei einer Erhebung stellt man folgende Personenzahl je Wohnung in den 40 Sozialwohnun-
Auf-

gen einer Stadt fest (Urliste):
gabe 5,2,1,4,6, 32447, 61235, 33433 05243, 36564, 35343, 3,5734.

34 7 0,9997 10,9997 10,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
@/ Berechnen Sie in tabellarischer Form absolute und relative Haufigkeiten sowie die kumu- 3,5 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
- lierten Héufigkeiten. Zeichnen Sie die Haufigkeitsverteilungen. 3,6 7 0,9998 0,9998 10,9999 0,9999 10,9999 0,9999 10,9999 0,9999 10,9999 0,9999

RoéRler/Ungerer Statistische Formelsammlung Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

Klassierte Daten, Histogramm

Bei quantitativen Merkmalen mit sehr vielen Ausprigungen (z.B. Einkommen) oder bei stetigen Merkmalen
werden zur Erhebung bzw. vor der Auszihlung benachbarte Beobachtungswerte zu Klassen zusammengefasst.
Die Klassengrenzen diirfen sich nicht iiberschneiden. Die Wahl der Klassenbreiten hingt einerseits von der
Erhebbarkeit, andererseits vom gewiinschten Informationsgehalt und der Klassenbesetzung ab. Weisen die Klassen
eine unterschiedliche Breite auf, so werden zur Vermeidung von Missverstindnissen die Klassenhdufigkeiten auf
die Klassenbreiten bezogen. Als Ergebnis erhilt man die besser vergleichbaren Besetzungsdichten je Klasse. Diese
werden in Histogrammen auf der Ordinate abgetragen, die Hiufigkeiten somit als Rechteckfliichen dargestellt. Die
Dichtefunktionen innerhalb der Klassen entsprechen also Rechteckverteilungen (einfachstes Modell).

Begriffe Symbole
m Klassen (von ... bisunter ...) | [a1,b1),...,[a;,b;),...,[am,bm)
Klassenbreite Klassenmitte | w; =b;—a; Xj= ﬁ
. m \N.\ . m )
absolute relative Haufigkeit | #j = M h(x;) mit M\: = \ fj=—" mit M\\. =1
xi€laj,bj) Jj=1 n j=1
absolute relative Dichte h; = . mit M Wjwj=n fi= e mit M fiwj=1
J j=1 J j=1
b
. fi firxela;by), j=1,....m y
Klassierte Dichtefunktion ffx)= mit \ ffr)dx=1
0 sonst .
a
J J H;
kumulierte abs. rel. Haufigk. | H; = M,. hy mit H,=n Fj= M fi=—L mit F,=1
k=1 =1 n
Klassierte Verteilungsfunktion F*(x) = \ fH(u)du
a
0 fir x<a;
=4 Fii+fj(x—a;) fur x€laj,bj), j=1,...,m
1 fir x> by,

Zur Analyse der sog. ,,Altersarmut* wird eine Erhe-

Einkommen %
von ... bisunter ... €

Auf- 0 - 500 10
500 - 1.000 25

gabe 1.000 - 1.250 25
1.250 - 1.500 15

@ 1.500 - 2.000 15
2.000 - 3.000 5

3.000 - 5.000 5

bung zur Einkommenslage (monatliche Renten und
sonstige Einkommen von Einzelpersonen) von Rent-
nern herangezogen. Zeichnen Sie ein Histogramm
und die klassierte Verteilungsfunktion. Schitzen Sie
nach der Grafik, wieviel Prozent tiber weniger als
1150 € verfiigen.

RoéRler/Ungerer

Statistische Formelsammlung

7 Aufgaben zur Wiederholung

7 Aufgaben zur Wiederholung

Auf-

gabe

©

Je 200 zufillig ausgewihlte Politologen und Soziologen werden danach befragt, wieviele

Klausuren sie zur Erlangung des Statistikscheines benétigten. Ergebnis:

Klausuren 1 2 3 4 5

] Benotig(t)en die Politologen weniger
Soziologen 80 60 40 20 - Anliiufe?
Politologen | 112 44 24 12 8

Tlam:sm“ t = 1,885, also ,,ja", sofern o > 0,0297 3» =0,009!)

Aus einer fritheren Erhebung zu Biicherausgaben von Studenten hat man folgendes Ergebnis:

a) Zeichnen Sie ein Histogramm und die Verteilungs-
Wert von ... Anzahl der funktion. Bestimmen Sie die Quartile.
bis unter ... € Studenten b) Berechnen Sie die Durchschnittsausgaben, die Vari-
Auf anz und den Variationskoeffizienten.
o 0 - 10 500 c) Eine neue Zufallsstichprobe ist geplant. Berechnen
10 — 30 500 Sie den notwendigen Stichprobenumfang, wenn
gabe 30 60 500 der relative Stichprobenfehler bei einer Aussage-
wahrscheinlichkeit von 95,45% nicht hoher als 2%
TN 60 - 100 500 sein soll. Erlautern Sie, wie durch eine Schichtung
//N\w\ 100 — 150 500 ein geringerer Stichprobenumfang erreicht werden
kann.
Losung: a) Q1 = 15, Z =45, 03 =90, b) x =55, s2, = 91,7, 52, = 1870, s* = 1961,7,
V =0,805, ¢c)n>6800 (ny, > 304, sofern Schichtung entsprechend Klassie-
rung und Klassenbesetzung)
Auf die Frage ,,Haben Sie den Eindruck, dass die Euroeinfithrung zu Preiserhohungen
missbraucht wurde?** antworteten 1000 zufillig ausgewéhlte Biirger ,,Eurolands* wie folgt:
At Antwort | AT | BeNeLux | DE | ES | FI | FR | GR | IE | IT | PT
uf-
Ja 5 50 180 | 50 | 5 | 140 5 5 [ 140 | 20
gabe Nein 20 50 50 | 8 | 15 | 65 30 | 10 | 60 | 15

(29)

a) Berechnen Sie Pearsons korrigierten C-Koeffizienten und interpretieren Sie das Ergebnis.

Fiihren Sie einen y2-Test durch.

b) Berechnen Sie A, und interpretieren Sie das Ergebnis auch im Vergleich zum korrigierten
C-Koeffizienten.

Losung: a) x> =141,8,C =0,35,C* = 0,5, 17 4(9) = x395(9) = 16,9, 1 > 16,9 =
Hp ablehnen b) A, = 0,225

Statistische Formelsammlung

RoRler/Ungerer



2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

6 Induktive Statistik: Anwendungen

= Pl | "
=
g
=
=
&
g 2
g =
|5}
g g
z >
en Q
=1
5}
‘7
2
=
4
B
-
<) &
S 5 g =
- Sgwvw =~ T e
5 |& 2 o g
< ‘D“ ° ‘_g"?)
g S © ©oh
£ | = c oo o O M =]
3 K =& F| B ° =
E| £1= G ege = o v oo T
s 3 & ES
) W E=|
g o : & =
Z = = 2K [} gx =1
e o 5 g e
- = e =
gles 3 .| 2
(2] | B <4 - =
a§= F 3 o) © g
0 . a 3
: o - N
o —~ < 2| <
c - S °
o n =28
> ©o o gs
£ g
(uras ¢ , o 1=l 1=1 uoeds y pun uo[Io7
s[e 12gQ1s8 A[os oY 7 — " LUIPUNQIdA YOST)
17 42015 2108 ) (1 =y —u) X — Ju =t oy o SRAESE e SEUDIY 19MZ puIs
PIx < Co=") 5 1oure ur “ly pun 1y ! [BUIDAL T !
% (Zo TN ~x (ZUBLIEA JIP
< (- =t/ Is fo={o 0y (o )N~ 1x) PISnzaq  wqoxdydng
z % pun Ig TOMZ OIS UIPIIYISIAU[)
0 TN ~ Judurure)s
o g.o (G IN~ X) JRYUESIZPUNIL) UISIGII(Q
< (1—u) X S—u do=_0:0 Juueyaqun 1/ I9UID SNE ZUBLIEA 19D UE UIS
nw 20 pun g -sowd 9qoadydns AU uuey|
d—U
LAYE ! 3
1= EE ((Zo**)N ~ *x)
SUK =u Z(XX*‘IAX)K K i e JuueyoqUN 1oqe (4 1=8)
p-1f < g - w4 T 1 B » Lz ) Ludqoxdydns £ UoA YIR[SIIA
( ) L 5 qu: =ai=m g O= TE OO wRq wWqoidydns PMZ sud)
AU = = &) nw iyt Txtly -SOpUIW OIS UIPIIYISIANU
Z(X_HX)SMZ X R.GaP:¢ puiur yor ProyasIau)
d
-t u Y (1o 199 By 1 0g < fu

-1y 015 . e = .9 w = . ;L . _

( S (10N S —a)+ls(1—tw) ¢ (T <100 (B0 )N ~ Py 1 og S u) @1=35) Pyuesod
<y 1< 1) 06 < T'lurq w ws 30H) juueyaqun Iaqe -punis ud(ASIdP sne IS
Un-1z < |y : \ TtT 9 0=Tfo=lo udwwe)s 13po udqoxdyong
/-1 T+ lu); Lt —— X

1< ]1] XX m =1 :0y i Cx pun 1y PMZ UIIS UIPIRYISIAU[)
(P12— > P = > (1'0) CELRL (119A 9 X 10g <u
Polz < g 01y <) roN I - (o N~ X 10€>u)
/o1 0€ < u 19q up —=— o= o)
4 2 < 1] ( u)'z o —x O weyIuRyoqUN JusuIuIE)s J1oYy
o1y < |y I =n:0q 19q 0rf pun x -JwesIpunIs) UdWILS
-3 JAUI SNE PRI UIYIS
(P=12— > ° (on<n oy ((zgaﬁ)NN X) -PWILIE  WE  UISSIUW
P12 < ) (1°0)N up oy s o) 0 wayuueyeq -33 aqoadyong sum uuey|
Uiz < | - o =1l ;0 12q 0rf pun X
S0‘0=0"q'z (Sunzjassnetoa
‘0 wPUAQA3aB 13q Oy -S3unN[IA)IdA ) UdYOI3 [I0S UIPIIM }9)I0M
uoas Sunuydiqy .anz y/1 L oy -uudy| AYISHsHe)s -JUBd( UAIYBJIIA SEP Yoanp
[93aasSunpraydsjuy Sun|1a)a3A)s], uonyuny)say, asaypodAyymN APUIYPRSIA N7 ap ‘98eag (dyosnaylodAH)

uaqababion v ‘uaiyeian}sa] ajpuemabue BiyneH

RoéRler/Ungerer

Statistische Formelsammlung

Statistische Formelsammlung

RoRler/Ungerer



8 2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen 6 Induktive Statistik: Anwendungen 29

2.2 MaRzahlen der zentralen Tendenz Praktische Vorgehensweise beim klassischen Signifikanztest

In der zweiten Stufe der Auswertung werden Beobachtungswerte bzw. Hiufigkeitsverteilungen zu MaBzahlen Eine Testentscheidung bzw. die Angabe eines Signifikanzniveaus wird getroffen auf der Grundlage einer Testver-

verdichtet. Im Sachzusammenhang sinnvolle MaB8zahlen sollen so u.a. — sofern sie nicht selbst Untersuchungsziel teilung bei Giiltigkeit der Nullhypothese. Widerlegt man die Hy, dann wire auch die Testverteilung und damit

sind — einen iibersichtlichen Vergleich verschiedener statistischer Reihen erlauben. die so berechnete Irrtumswahrscheinlichkeit o falsch. Man wird deshalb die zu priifende Hypothese bei einer
Bereichshypothese als Bereichsgegenhypothese H, bzw. bei einer Punkthypothese als Bereichsgegenhypothesen H,
Mittelwerte Symbol Berechnung Skalenniveau Aussage und H, formulieren. Die Irrtumswahrscheinlichkeit erreicht dann hochstens o/, auch wenn Hy nicht zutrifft.
Modus (héu- D D = x;, mit beliebig Die Merkmalsausprigung einer
figster Wert, hi = maxh; Verteilung, auf die die meisten Tt1Ho) Bsp.: Bei Ho : 1t < o ist fiir jedes 1 < g
Dichtemittel) J Beobachtungswerte entfallen. das zugehdrige o Kleiner als bei Ho : 1L = lo.
Median VA Z=ay) mitk= m+l | ordinal oder | Der Beobachtungswert einer der /i AN ZB.: @ 0=0,1.1p=178,0 =10,n=100
. " . o =0,0374, uy =177,5
ANnES_&\n? fiir 7 ungerade und metrisch GroBe nach mooasnﬁ.: W.w%o yavay. \ o oy =0.0113 fp = 177
2. Quartil) ko 1 fi d (a(;)), unterhalb dem die Hilfte ) >
= 2 fiir T —
2t : gerade, aller Merkmalstriger liegt. Ech- = ¢=179,3
a; der GroBe nach ge- te ,,Mitte*. Bei Verteilungen mit
ordnet. Fir Z = x; nur wenigen Beobachtungswer- Mo 1 o t
gilt: F(x;) =0,5. ten als Deskription oft nicht sinn-
volL Da Hj also nie bestitigt, sondern hochstens nicht widerlegt werden kann, bedeutet damit eine Widerlegung
Arithmetisches % ! W metrisch Die GroBe, die sich ergibt, wenn von Hj indirekt eine Bestitigung (und nicht nur Nicht-Widerlegung) von Hj.
. X=— aj . . o
Mittel () n& &n Zow_ﬂ.am_mwcaao gleichmi Schritte Beispiel 1 Beispicl 2
| m Big auf die Merkmalstriger auf-
==Y hjx; geteilt wird. Zur Beschreibung 1. Formulierung von Hy Ho: 1< Ho: i <o
= der ,,Mitte* einer Verteilung nur Hy:p> o Hi: oy > Wy
m . . . — P——
- M fixj bei .&5505%:0: Verteilungen 2. Wahl der Testfunktion und Bestimmung der Test- T — X—to v T — X1 —Xo
j=1 geeignet. verteilung bei Giiltigkeit von Hy c & 1 i b
. . ~ N(0,1) mon
Mittelwerte und Verteilungsformen NOLT)
symmetrisch linkssteil rechtssteil 3. Wahl von o und Bestimmung des Ablehnungsbe- Zl-a Z]—q fiir
reichs ny+ny—2>30
() 1(x) f(x)
\ / > 4. Stichprobenziehung und Berechnung von ¢
5. Testentscheidung, d.h. Widerlegung von Hy bei 1>21-a 1>2-a
Fiir weitere Tests vgl. ,,Hidufig angewandte Testverfahren™.
N Deutsche Ménner sind im Durchschnitt 178cm grof bei einer Streuung von ¢ = 10cm.
K ( / \ Auf 10% sind blond. Eine Stichprobe von 100 Managern in hdheren Positionen ergab eine
\ x \ x \ X ut- durchschnittliche KorpergroBle von X = 175cm. 13 Manager waren blond. Priifen Sie
x=D=Z D<Z<x X<Z<D gabe bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0,0446
a) die ,,Napoleon*“-Hypothese: Im Beruf erfolgreiche Ménner sind im Durchschnitt
Aufgabe o . . . \NH) kleiner als andere,
m@ Berechnen Sie fiir die 2. Aufgabe die drei behandelten Mittelwerte. e b) die ,,Teutonen*-Hypothese: Unter den im Beruf erfolgreichen Ménnern gibt es mehr
Blonde.
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10 2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

2.3 MaRzahlen der Streuung

MaBzahlen der Streuung sollen die Variation der Einheiten in den Merkmalsauspridgungen abbilden, bei quan-
titativen Merkmalen besonders beziiglich eines Mittelwertes. So gesehen sind sie auch eine Mal3groBe fiir den
Informationsgehalt eines Mittelwertes als Abbildungsergebnis einer statistischen Verteilung.

Streuungs- Symbol Berechnung Skalen- Aussage
mafle niveau
Homogeni- P p__M (1— W,. ) beliebig | P ist bei der Gleichverteilung am
tatsindex m—1 = 7 groften und bei der Einpunktver-
0<P<1 teilung am geringsten.
Quartils- QA QA =03— 0 ordinal QA gibt den mittleren Bereich
abstand oder der Beobachtungswerte einer der
o Box-and- metrisch | Groe nach geordneten Reihe an,
Whisker H unterhalb bzw. oberhalb dem je
Plot ein Viertel der Merkmalstriger
1 liegt.
Bei ordinalen Merkmalen nur
sinnvoll, wenn nicht die Diffe-
0 2@ 0, s renz ausgerechnet wird (so aller-
Merkmal X dings keine Maf3zahl).
Varianz 52 (0?) 2= 1 WA ai — %) metrisch | s st ein Durchschnitt aus
und s (0) n,=3 quadrierten Differenzen zwi-
Standard- n schen Beobachtungswert und
_ 2 _ 2_ 22
abweichung s=4Vs? T M,M ai =X dem arithmetischen Mittel. Gro-
i=
| m Bere Differenzen werden stéirker
2 —\2 . . .
sc=—) hj(xj— ewichtet als kleine.
p M. j(xj—X) g
j=1
1& 5 .
=- m h X=X Verschiebungssatz

?m:m:“m:mm::m bei m Untergruppen (j=1,...,m)

2 1§ 2 1 & 2 I 2 1 2 2 2 2
s HMMAQN|\V HMMMAQC|M\V +MM§\AM\|MV HMM \..h\.AThQ:Hhm:pnThmxﬁ
i=1 j=li=1 j=1 j=

2 2

int Sext

Die Gesamtvarianz lisst sich bei Einteilung einer Gesamtheit in Gruppen so zerlegen, dass ein Teil
die Streuung der Einzelwerte innerhalb der Gruppen Qm:v, der andere Teil die Streuung zwischen den
Mittelwerten der Gruppen (s2,,) abbildet.

N

Aufgabe @ Berechnen Sie fiir die 2. Aufgabe den Quartilsabstand und die Standardabweichung.

Aufgabe @ Nehmen Sie eine Varianzzerlegung fiir das Hauptfach (j = 1,2,3) und die Ausgaben

fiir Kopien (a;;) des Beispieldatensatzes Seite 3 vor.

RoéRler/Ungerer Statistische Formelsammlung
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6.2 Hypothesenpriifung

Die sog. Nullhypothese (Hy) ist die mathematische Formulierung einer aus der Theorie oder Erfahrung oder Giite-
forderung etc. sich ergebenden Hypothese so, dass eine Uberpriifung durch einen statistischen Test méglich ist. Dazu
gehoren eine adiquate empirische Messung und deren Umsetzung in eine statistische Kenngro3e (Testfunktion T
als Zufallsvariable) so, dass bei bekanntem Zufallsprozess eine Verteilung moglicher Ergebnisse angegeben werden
kann. So lassen sich Regeln ableiten, die mogliche Stichprobenergebnisse als mit einer Hypothese vertréiglich oder
nicht vertriglich einzuordnen erlauben.

Signifikanztest |

Hy : t >ty Bereichshypothese Hy : t =ty Punkthypothese Hj : t <ty Bereichshypothese

f(t|Ho) f(t]Ho) f(t]Ho)

7\ TR ARy

S . K

c _ R t c c, t - . ¢
J+—H, nicht widerlegt — HHonicht widerlegty” «+—H, nicht widerlegt —|

Zur Entscheidung, ob eine Hypothese vorldufig aufrechterhalten werden kann oder durch eine Stichprobe
als widerlegt gilt, wird eine Verteilung der moglichen Ergebnisse ¢ einer Testfunktion betrachtet, die
sich bei wahrer Hypothese ergeben hiitte [f(¢|Hp)]. Ist das eingetroffene Ergebnis als ,,unwahrscheinlich
einzustufen, so gilt die Hypothese als widerlegt. Je unwahrscheinlicher das Ergebnis wire, d.h. je stirker
die Widerlegung ausfillt, desto hoher ist die Signifikanz.

Beispiel: Aufgabe 19, Seite 23: Stichprobenergebnisse ;. Sind Minner grofer als 178cm oder nicht?
Uo=178,0 =10, a =0,0446, T =X, Hy: u < o= 178, f(t|Hp) HZAFqﬂJ

3 n= 40 G =100 0 n = 400
. % = 180 . % =179,5 . [\ x=1m
05 05 05 N f
04 04 04 * ﬂ
03 03 03 \ /

02 02 02
01 L 01 \ / 5 01 o
00 = /F 00 00

174 175 176 177 178 179 180 Amamawm 174 175 176 177 178 179 180 AmAWamN 174 175 176 177 178 179 180 AmAMAmN

fiir X; keine Widerlegung von Hy fiir X; keine Widerlegung von Hy fiir X; Widerlegung von Hy

Hinweis zur Interpretation

Ein Ergebnis, das ,,signifikant* oder gar ,,hochsignifikant™ ist (vgl. ,,purer* Signifikanztest, Seite 28), be-
deutet nun nicht, dass es in der Sache wesentlich sei, sondern nur, dass der Verfahrenseinfluss vermutlich

gering ist. Dies kann einfach z.B. durch einen groBen Stichprobenumfang erreicht werden. Nichtsi-
gnifikanz, also kein Widerspruch zur Hypothese bedeutet ebensowenig, dass die Hypothese sachlich
gerechtfertigt oder gar bestitigt wurde — sie wurde nur nicht mit der gewéhlten Verfahrensweise widerlegt.

Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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3 Deskriptive Statistik: Bivariate Verteilungen
3.1 Darstellungsformen

Werden an einem Merkmalstriger i zwei Beobachtungswerte a; und b; der Merkmale X und Y festgestellt, so kann
untersucht werden, ob ein rechnerischer Zusammenhang zwischen diesen Merkmalen besteht. In tabellarischer
Form geschieht dies bei Haufungen von gleichen Beobachtungspaaren durch eine Haufigkeitstabelle (Assoziations-,
Kontingenz-, Korrelationstabelle), sonst durch eine der GroBe (eines Merkmals) nach geordnete Reihe der Beobach-
tungspaare (nicht bei nominalen Merkmalen mdéglich). Die Auswertung erfolgt im ersten Fall durch Spalten- bzw.
Zeilenvergleich, im zweiten Fall (vor allem grafisch) durch Reihenfolgenvergleich.

Haufigkeitsverteilung
Zweidimensionale Haufigkeitstabelle Bedingte Verteilungen
Notation: x; mit j =1,...,k Zeilenvergleich Spaltenvergleich
yimiti=1,....m (v; festgehalten) (x; festgehalten)
Xl ... Xj o...oX
! \ ST T ] [ g | |
yi|hu oo by by | o T o Ty, Y j| Mk
X1 Y1
Vi hit \\NC hig | ni, X2 »2
Ym | b1 - \\“E\ ool | nn. Xk Ym
Y| ona n.j Ny | n L1 ! L
.— =
H 1 hy/n;, 0 hyy/n;
7 g hi/my;, 0 hyy/n;
] 0 hig/n;, B hyfn;
1  hydny;,
Xq X2 X3 Xk h

Statistische Unabhéngigkeit

Besteht kein rechnerischer Zusammenhang zwischen den Merkmalen in der betrachteten Gesamtheit, so
ergeben sich in den Spalten bzw. Zeilen dieselben relativen Héaufigkeiten, wenn als Bezugsgrofie jeweils
die Spalten- bzw. Zeilensumme verwendet wird (bedingte Verteilung). Die absoluten Haufigkeiten in den
Tabellenfeldern Fm. lassen sich dann als normiertes Produkt der Randhédufigkeiten errechnen:

he n,j-n,
=
n
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Geschichtete Zufallsstichproben

Um die Streuung der moglichen Ergebnisse zu verringern, versucht man in der Praxis durch Nutzung
von Zusatzinformationen die Gesamtheit in — beziiglich der Varianz des zu erhebenden (bzw. eines
mit ihm hoch korrelierten) Merkmals — homogene Untergruppen zu schichten (stratified sampling).
Wir gehen davon aus, dass die Zahl der Schichten und die Schichtgrenzen schon festgelegt sind, die
Gesamtstichprobe n proportional zu den Schichtumfiangen Ny, der L Schichten (h = 1,...,L) aufgeteilt
wird und die Stichproben je Schicht n; m.Z. ausgewihlt werden. (Y. n, =n, Y N, = N)

Vorgehensweise
S 1 Il «N ) Np,
1. Genauigkeitsvorgabe |¢/| =z -0y =z- N - M,.A 2 mit n;, = ~ "
2. Abschitzung der Varianzen Q\MN
3. Notwendiger Stichprobenumfang n o2 Y.Nyo;?  o)? geschitzt
(bei proportionaler Aufteilung) R VIO vorgegeben

4. Proportionale Aufteilung

n

N,
"=y

5. Zufallsauswahl m.Z. je Schicht und Berechnung X,

6. Hochrechnung

7. Fehlerrechnung é

8. Konfidenzintervalle

Aus einer fritheren Erhebung zu den monatlichen Ausgaben fiir ein Kind hat man fiir
eine Grundgesamtheit von Haushalten mit Kindergeldanspriichen folgende Daten:

Auf- Schicht Nr. Anzahl der Gesamtausgaben Summe der quadrierten
Haushalte je Schicht Einzelausgaben m.o Schicht
(Mio) (Mio €) (Mio €°)
gabe
1 5 750 125000
2 3 900 280800
(20) 3 2 1000 512800
\J

Man berechne fiir eine geplante neue Erhebung der Durchschnittsausgaben den notwen-
digen Stichprobenumfang bei uneingeschrinkter und bei geschichteter Zufallsauswahl
(Aussagewahrscheinlichkeit 95,45%, zuldssiger absoluter Zufallsfehler 5,- €).

Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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3 Deskriptive Statistik: Bivariate Verteilungen

3.2 MaRzahlen des rechnerischen Zusammenhangs

KenngroBen bivariater Verteilungen, die die Stirke des rechnerischen Zusammenhangs zwischen den beiden

Merkmalen in der untersuchten Gesamtheit abbilden, heiflen Assoziations- oder Kontingenzmalle (wenn eines der

Merkmale nominal skaliert ist) bzw. Korrelationskoeffizienten (wenn keines der Merkmale nominal skaliert ist).

()

Zusammenhangs.

Bezeichnung | Symbol Berechnung Skalenniveau Aussage
Chi- x> —h; v beliebig Es ist x> > 0, wenn ein
Quadrat- ~Mw MU_ Zusammenhang besteht. Ei-
Koeffizient ! ne Richtung des Zusammen-
Pearson’s C 5 hangs ist nicht interpretierbar.
Kontingenz- C= MN Viele Assoziationsmafle beru-
koeffizient x+n hen auf der GroBe x2, die den
Korriei c Unterschied zwischen den tat-
WoE.mSZQ C Ccr= - mit sdchlichen Hiufigkeiten und
. OM@SN. max den bei Unabhiingigkeit gel-
oetfizient ~ [min(k,m) — 1 tenden Haufigkeiten abbildet.
max — -« 717 N
min(k, m)
Rangkor- R, 6 L 2 beide Je groBer Ry, ist, desto stéirker
relations- m i Merkmale ist der Zusammenhang zwi-
koeffizient Rp=1~- n(n2—1) it mindestens | schen den Rangfolgen. Rang-
von } ordinal platze werden allerdings als
Spearman d;: Differenz der Rangplit- intervallskaliert angenommen.
ze der Beobachtungs- Es gilt: —1 < Ry, < 1 (bei ein-
werte x; und y;, deutigen Riingen).
Korrelations- r e Syy beide r misst die Stirke des linearen
koeffizient () Sy Sy Merkmale | Zusammenhangs. Es gilt:
von mit der Kovarianz metrisch -1<r<1L
Bravais- Y v
Pearson Sxy =, M_ Yi=7)
niz
Lt N
r=1 " r=—1"
Eta- n? beeinflussen- | n2 gibt an, welcher Anteil der
Quadrat- des Merkmal | Streuung durch die Gruppen-
Koeffizient beliebig, zugehorigkeit erklirt werden
beeinflusstes | kann. Es gilt: 0 < n? < 1.
Merkmal
metrisch
Aufgabe Berechnen Sie fiir die Aufgaben 7, 9 und 10 sinnvolle Malizahlen des rechnerischen

RoéRler/Ungerer
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5.3 Grundlagen des Schitzens und Testens

Ist die Verteilung moglicher Stichprobenergebnisse bekannt — also z.B. eine bestimmte theoretische Verteilung
oder eine durch Simulationsstudien niherungsweise abgeleitete Verteilung — so kénnen schon vor einer speziellen
Stichprobenziehung Wahrscheinlichkeitsaussagen zu erwarteten Ergebnissen getroffen (Inklusionsschluss) oder
ein notwendiger Stichprobenumfang, der eine ,,Mindestgenauigkeit* gewahrleistet, bestimmt werden. Auch kénn-
ten von einem gegebenen Stichprobenergebnis aus quantifizierte Mutmafungen iiber den ,,wahren* Wert in der
Grundgesamtheit angestellt werden (Reprisentationsschluss). Ist die Stichprobenverteilung die Normalverteilung
N(u,02), so lisst sich die Vorgehensweise fiir z.B. symmetrische Intervalle wie folgt veranschaulichen.

Inklusionsschluss Reprisentationsschluss
Plu—z-0x<X<pu+z-05)=1-a PX—-z0s<p<X+z0or)=1—-a
(%) ()
1-00 1-a
- |
; p-Zox n p+zoy X ; n-zox n nzo; X
% Xi
ca. 95% der X; liegen im Bereich £2- o3 um p ca. 95% der Intervalle der Linge +2 - o um die X;
iiberdecken den Wert i — :<o§m:o:w_=§‘<w=o

Die GroBe |e| = z- Ox ist der sog. mnowwagsmor_wn Sind e, z und ¢ gegeben, so kann ein ,,notwendiger*

Stichprobenumfang berechnet werden: n > z2 - o,

e Beim Reprisentationsschluss wird bei <oﬂmom@_uo=oa z und o ein Intervall berechnet, das mit einer
Wahrscheinlichkeit von (1 — o) den unbekannten Wert p iiberdeckt. o ist jedoch meist unbekannt

und wird dann aus der Stichprobe geschitzt: 6% = s> = }M? —x)2 (weil E(s?) = 62, d.h. s

erwartungstreue Schitzfunktion fiir o2 (N grof3: kein Korrekturfaktor, n grof}: Z = W\M\m ~ N(0,1).))

e Beim Hypothesentest wird iiberpriift, ob ein bestimmtes Stichprobenergebnis zu den (nach dem
Inklusionsschluss) wahrscheinlichen Ergebnissen gehort. Wenn nicht, gilt die Hypothese als widerlegt.

o Beim Riickschluss von einem bestimmten , reprasentativen® Stichprobenergebnis auf die unbekann-
te Grundgesamtheit — die iibliche Anwendung in der Markt- und Meinungsforschung — wird die
Giite des Ergebnisses durch die Angabe eines Vertrauensintervalls (Reprisentationsschluss), des
Stichprobenfehlers oder wenigstens des Stichprobenumfangs dokumentiert.

e Ist X eine 0,1-Variable und p (bzw. ) der Anteil der 1-Triger in der Stichprobe (Grundgesamtheit),
soist¥ = p (bzw. 4 = m) und s> = 5 p(1—p) (bzw. o2 =n(l-n)).

a) Es wird behauptet, deutsche Minner seien im Durchschnitt 178cm grof} bei einer
Standardabweichung von 10cm. Wir iiberpriifen die Behauptung durch Zufalls-

Auf- stichproben vom Umfang n = 100 (1000) und erhalten jeweils X = 179. Ist die
Behauptung bei einer Wahrscheinlichkeit von (1 — o) = 0,9545 haltbar (also bei

gabe einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0,0455 widerlegbar)?
— b) Durch eine einfache Zufallsstichprobe von 900 Haushalten aus den ca 39 Mio.
@ Haushalten in Deutschland sollen die Durchschnittsausgaben fiir Nachrichteniiber-

mittlung erfasst werden. Wir erhalten Moow x; = 45000 und MwloA_u xN = 9531900.
Wie ,,genau” ist das Ergebnis?

Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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16 3 Deskriptive Statistik: Bivariate Verteilungen

2. Erganzung: PRE-MaRe (Proportional Reduction in Error)

PRE-MaBe sollen eine Interpretation der Stirke des Einflusses der unabhingigen auf die abhingige Variable

erlauben. E-E
PRE= ——— , proportionale Abnahme des Vorhersagefehlers*

E,
E;: ,Fehler”bzgl. der Vorhersage der abhiingigen Variablen Y aufgrund ihrer Verteilung.
E,: ,Fehler* bzgl. der Vorhersage der abhingigen Variablen Y bei Kenntnis des Einflusses der unabhingigen
Variablen X .

Die PRE-Mal3e unterscheiden sich je nach ,,Fehler“-Definition und verwendetem Vorhersagewert.

Bezeich- | Symbol Berechnung Skalen- Aussage
nung niveau
Goodmans | 2, M“Bmx hij — maxn;, beliebig | Man wiirde den hédufigsten Wert vor-
= i . .
und Ay = Jj hersagen, also ist E; die Zahl der
Kruskals 1= maxmn;, falschen Voraussagen. Entsprechend

Lambda E|—E, ) E>: Man wiirde die hdufigsten Wer-
A= E; mit te der bedingten Verteilungen vor-
aussagen, also ist £, die Anzahl der

E| =n—maxn;,
! falschen Voraussagen.

B= M.of — maxh) Esgil: 0<4, < 1.
Goodmans | Y y= ne — Ny (bei wenig Ties) beide ‘Wenn man ::.worﬁ.m: éo.zw mcmo.a der
und ne +ny Merk- Zahl Paare mit eindeutiger Reihen-
Kruskals _ E\—E; mit male folge, wiirde man E tippen. (Prinzip
Gamma Ey min- des unzureichenden Grundes)

E, =0.5(n.+ny) destens | yist groBer null, wenn die Zahl der

ordinal | konkordanten Paare tiberwiegt und

E» = min(ng, . . .
2 (12c;a) 7 ist kleiner null, wenn die Zahl der

firne <ng: y<0 diskordanten Paare iiberwiegt.
firne >ng: y>0 Esgilt: —1<y<1.
Bestimmt- | ;2 beide E; ist der als Varianz berechnete Pro-
heits- Merk- gnosefehler, wenn man y als Vorher-
maB male sagewert fiir jedes y; verwenden wiir-
me- de. E; ist der Prognosefehler, wenn
trisch man ¥; als Vorhersagewert verwen-
det. Es gilt: 0 <2 < 1.
Eta- n2 unabh. Ej ist der als Varianz berechnete Pro-
Quadrat- Merkmal | gnosefehler, wenn man y als Vor-
Koeffizient beliebig, | hersagewert fiir jedes y;; verwen-
abh. den wiirde. E, ist der Prognosefeh-
Merkmal | ler, wenn man bei j = 1,...,m Un-

metrisch | tergruppen y; als Vorhersagewert ver-

wendet. Es gilt: 0 < :N <1.
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5.2 Die Normalverteilung als Stichprobenverteilung

Die am hiufigsten eingesetzte theoretische Verteilung ist die Gaul3’sche Normalverteilung. Die Zufallsvariable
kann hier als Summe ,,sehr vieler voneinander unabhingiger Einflussvariablen interpretiert werden, also z.B. als
arithmetisches Mittel bei der Ziehung von einfachen, unabhingigen Zufallsstichproben. Die Normalverteilung ist

dann die Verteilung aller méglichen Ziehungsergebnisse.

Die Parameter der Normalverteilung sind die (auch deshalb schon in der deskriptiven Statistik hiufig
verwendeten) GroBen u und o2. Fiir X ~ N(u, 6?) gilt: R

1 T:v

2 A %/ du.

In der Praxis bestimmt man diese Wahrscheinlichkeit bei bekannten pt und o so, dass man die Differenz
x — p als Vielfaches z von ¢ ausdriickt, alsox =yt +z- 0 bzw. z = ﬂ berechnet. Die zu z gehorende
Wabhrscheinlichkeit kann in Tafeln zur Standardnormalverteilung abgelesen werden.

P(Z<z)=®(z1) P(Z<-z1)=®(—z) =1-P(71) P(—21<Z<z)=2P(z1)—1

P(X <x) = F(x) = q%,\m [e

»(2) ®(z) »(2)

/ N\ / N\ / N\

N N N

z; z -Zy z -Zy Zy z

z 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,50 3,00
®(z) | 0,500 | 0,5987 | 0,6915 | 0,7734 | 0,8413 | 0,8944 | 0,9332 | 0,9599 | 0,9772 | 0,9938 | 0,9987

Bei der Ziehung unabhéngiger Zufallsstichproben vom Umfang n aus einer beliebigen Grundgesamt-

heit mit arithmetischem Mittel y und Standardabweichung ¢ gilt fiir die Verteilung aller moglichen

arithmetischen Mittel:

o Der Erwartungswert (,,Durchschnitt) aller moglichen Stichprobenergebnisse fiir das arithmetische
Mittel ist das arithmetische Mittel der Grundgesamtheit, d.h. E(X) = .

o Die Streuung aller moglichen Durchschnitte hingt von der Streuung in der Grundgesamtheit und dem
Stichprobenumfang ab, d.h. E(X — p)? = Var(X) = o2 = qﬂw (bzw. &Hﬂ . w\w ohne Zuriicklegen; fiir
N gegeniiber n geniigend grof kann der Korrekturfaktor (N — n) /(N — 1) vernachlissigt werden).

e Bei ,groBen” (Praxis: n > 100) Stichprobenumfingen kann die Verteilung der Stichprobenergebnisse
durch eine Normalverteilung mit den Parametern y und Qm = w\w approximiert werden (zentraler

Grenzwertsatz, vgl. Beispiel mit Microsoft Excel www.prof-roessler.de/Dateien/Statistik/zgs.xIsm).

Angenommen, die Korpergrofie von Miannern in Deutschland sei normalverteilt mit
Auf- 4 =178cm und ¢ = 10cm.

b a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit bei zufilliger Auswahl eines Mannes, eine
gabe Korpergrofie aa) x < 193cm ab) x > 168cm ac) 158cm < x < 198cm zu erhalten?
\~|m/ b) Angenommen, man ziehe eine Stichprobe mit Zuriicklegen vom Umfang n = 100

— (1000). Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, als arithmetisches Mittel einen Wert
ba) X > 177cm bb) X < 180cm bc) 175¢m < X < 181cm zu erhalten?
Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer
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18 4 Aufgaben zur Wiederholung
In der Caféteria einer Universitidt wurde ein neues Cola-Getrénk eingefiihrt, das am ersten
Tag kostenlos an Studenten verteilt wurde. Von den Probanden wurden je 200 Studentinnen
und Studenten gebeten, in den folgenden zwei Wochen zu notieren, wie oft sie das Getridnk
wieder kauften. Man erhielt folgendes Ergebnis:
Auf- Kéufe | weiblich | méannlich
0 70 15 a) Zeichnen Sie die empirischen Verteilungsfunktionen
gabe 1 50 20 fiir beide Gruppen.
2 35 35 b) Berechnen Sie Modus, Median und arithmetisches
,\H\&/ 3 20 60 Mittel sowie die Varianz fiir jede Verteilung.
Ny 4 10 35 c) Wie hoch ist die Varianz der aggregierten Vertei-
5 10 20 lung?
6 5 15
Losung: b) Dy =3, Dy =0,Zn =3, Zy =1, n =3, Ty = 1,5, 5% =2,5, 53, =2,55,
¢) 2 = 3,0875
500 Studierende wurden nach ihrer Meinung zur beabsichtigten stirker leistungsorientierten
Bezahlung der Professoren (-1: Unsinn, 0: neutral, +1: unbedingt) und einer regelméBigen
Leistungsmessung durch Befragung von Vorlesungsbesuchern (-1: Unsinn, O: neutral, +1:
Auf- unbedingt) befragt:
a) Berechnen und zeichnen Sie die beding-
gabe Bezahlung Befragung ten Verteilungen (nur Spalten) und <QUM-
-1 0 +1 - . .
lisieren Sie das Ergebnis.
-1 80 20 40 b) Berechnen Sie Kendall’s 7,. Entspricht
0 10 50 80 das Ergebnis Ihrer Interpretation der be-
+1 30 10 180 dingten Verteilungen?

|Losung: b) ne =41700, ng =9500, T, =30000, T, = 18400, Ty = 25150, 7, =0,428

Bei neun Sportstudenten wird vor der Durchfiihrung eines Trainingsprogramms eine
antropometrische Messung vorgenommen:

Student Nr.i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y: Gewicht (kg) | 63 | 782|852 | 78 | 79,5 |69,5|756 | 78 | 68
x: GroBe (cm): | 170 | 178 | 190 | 182 | 186 | 174 | 184 | 181 | 175

a) Zeichnen Sie ein Streuungsdiagramm.

b) Berechnen Sie eine lineare Regressionsfunktion nach der Methode der kleinsten Quadrate
und zeichnen Sie das Ergebnis in das Diagramm.
Interpretieren Sie den Koeffizienten b.

c) Berechnen und vergleichen Sie die Aussagen des Korrelationskoeffizienten nach
Bravais-Pearson und des BestimmtheitsmaBes. Wodurch konnte das Bestimmtheitsmaf
erhoht werden? Interpretieren Sie das Bestimmtheitsmaf3 als PRE-MaB.

Losung: b) § = —105+x, ¢) r=0,925, r>=0,856
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5.1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bisher wurden Methoden zur zahlenméfigen Beschreibung genau abgegrenzter statistischer Massen vorgestellt.

Ziel statistischer Untersuchungen ist jedoch meist, allgemeingiiltigere Ergebnisse zu erhalten. Werden solche Daten

als Ergebnisse von Zufallsexperimenten — z.B. Befragungsergebnisse aus einer Zufallsstichprobe von Personen —

gewonnen, so ist zwar der Grad der Allgemeingiiltigkeit des Ergebnisses (der Induktionsschluss) unsicher, er kann

aber mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung quantifiziert werden.

Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung (am Beispiel der Aufgabe 9, Seite 13)

1. Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmafies (Axiome von Kolmogoroff)

P(A)>0 P(SPD) =0,4 Die Wahrscheinlichkeit P fiir ein Ereignis A (Zusam-
P(I)=1 P(FDP) =0,1 menfassung moglicher Ergebnisse eines Zufallsexperi-

ments) ist nie negativ. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
P(AUB) = P(SPD UFDP) = | sichere Ereignis [ ist 1. Die Wahrscheinlichkeiten fiir 2

P(A)+ P(B) 0,4+0,1=0,5 |sichausschliefende Ereignisse konnen addiert werden.
2. Additionssatz (Verkniipfung U: ,.entweder-oder*, Vereinigung)
P(AUB) = P(SPDU Arbeiter) | SchlieBen sich zwei Ereignisse nicht aus, so muss von

P(A)+P(B)—P(ANB) |=0,4+0,4—0,22| der Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die Einzel-
=0,58 ergebnisse die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge
abgezogen werden.

3. Multiplikationssatz (Verkniipfung N: ,,sowohl-als-auch®, Schnitt)

P(ANB)=P(A)-P(B|A)| P(SPDNSelbstg.) | Bei (stochastischer) Unabhiingigkeit zweier Ereignisse

= P(B)-P(A|B)|=0,4-0,05 = 0,02| gilt:
_ P(ANB)  |=0,1-0,2=0,02
PAB)="p) P(A|B) = P(A)

Praktische Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

o Bei einfachen Zufallsexperimenten, deren Ergebnisse (Elementarereignisse) gleichwahrscheinlich sind,

lassen sich Wahrscheinlichkeiten aus dem Verhiltnis von ,,glinstigen* zu ,,moglichen” Fillen berechnen
(Gliicksspiele, Urnenmodelle). Die diesem Wahrscheinlichkeitsmaf3 zugrundeliegende Auffassung
wird auch klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff genannt.

e In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften wird beim ,,Schitzen* und ,,Testen (vgl. Abschnitt 5.3)

zumeist vom statistischen oder frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff ausgegangen: Wahr-
scheinlichkeit ist eine relative Héufigkeit, die in einer sehr langen Reihe unabhingiger Versuche
festgestellt wurde. Der allgemeine Ursachenkomplex fiir die Hiufigkeitsverteilung muss allerdings
konstant bleiben. Beispielsweise konnte man so eine Verteilung von moglichen Ergebnissen einer Stich-
probenziehung errechnen und aus dieser Verteilung dann Wahrscheinlichkeiten fiir ganz bestimmte
Ergebnisse entnehmen.

e Insbesondere bei 6konomischen Anwendungen z.B. bei Risikoabschédtzungen in Entscheidungssi-

tuationen spielt der induktive, speziell der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff eine Rolle. Die
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