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Freiheitsgrade.Für
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α (ν)
giltF
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=

1−
α
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pproxim

ation
fürν

>
35:

χ
21−

α (ν)≈
12 (z1−

α
+
√

2ν−
1) 2.

ν
1−

α
0,600

0,700
0,800

0,900
0,950

0,975
0,980

0,990
0,995

0,999

1
0,708

1,074
1,642

2,706
3,841

5,024
5,412

6,635
7,879

10,827

2
1,833

2,408
3,219

4,605
5,991

7,378
7,824

9,210
10,597

13,815

3
2,946

3,665
4,642

6,251
7,815

9,348
9,837

11,345
12,838
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4,878
5,989

7,779
9,488
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11,668
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14,860
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11,070

12,832
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14,067
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|ê|
=

z
s √
n

√
1
−

n N

7.
K

on
fid

en
zi

nt
er

va
lle

x−
|ê|
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epräsentationsschluss).Istdie

Stichprobenverteilung
die

N
orm

alverteilung
N

(µ
,σ

2x ),so
lässtsich

die
Vorgehensw

eise
fürz.B

.sym
m

etrische
Intervalle

w
ie

folgtveranschaulichen.

Inklusionsschluss
R

epräsentationsschluss

P
(µ
−

z·σ
x ≤

X
≤

µ
+

z·σ
x )

=
1−

α
P
(X
−

z·σ
x ≤

µ
≤

X
+

z·σ
x )

=
1−

α

ca.95%
derx

i liegen
im

B
ereich±

2·σ
x

um
µ

ca.95%
derIntervalle

derL
änge±

2·σ
x

um
die

x
i

überdecken
den

W
ertµ

–
„V

ertrauensintervalle“

D
ie

G
röße|e|=

z·σ
x

istdersog.Stichprobenfehler.Sind
e,z

und
σ

gegeben,so
kann

ein
„notw

endiger“
Stichprobenum

fang
berechnetw

erden:n≥
z 2·

σ
2

e 2 .
•

B
eim

R
epräsentationsschluss

w
ird

beivorgegebenem
z

und
σ

x
ein

Intervallberechnet,das
m

iteiner
W

ahrscheinlichkeitvon
(1−

α
)

den
unbekannten

W
ertµ

überdeckt.σ
istjedoch

m
eistunbekannt

und
w

ird
dann

aus
der

Stichprobe
geschätzt: σ̂

2
=

s 2
=

1
n−

1 ∑
(xi −

x) 2
(w

eil
E

(s 2)
=

σ
2,d.h.s 2

erw
artungstreue

Schätzfunktion
fürσ

2.(N
groß:kein

K
orrekturfaktor,n

groß:Z
=

X−
µ

s/ √
n ∼

N
(0,1).))

•
B

eim
H

ypothesentest
w

ird
überprüft,

ob
ein

bestim
m

tes
Stichprobenergebnis

zu
den

(nach
dem

Inklusionsschluss)w
ahrscheinlichen

Ergebnissen
gehört.W

enn
nicht,giltdie

H
ypothese

alsw
iderlegt.

•
B

eim
R

ückschluss
von

einem
bestim

m
ten

„repräsentativen“
Stichprobenergebnis

aufdie
unbekann-

te
G

rundgesam
theit

–
die

übliche
A

nw
endung

in
der

M
arkt-

und
M

einungsforschung
–

w
ird

die
G

üte
des

E
rgebnisses

durch
die

A
ngabe

eines
Vertrauensintervalls

(R
epräsentationsschluss),des

Stichprobenfehlers
oderw

enigstens
des

Stichprobenum
fangs

dokum
entiert.

•
IstX

eine
0,1-Variable

und
p

(bzw
.π

)derA
nteilder1-Trägerin

derStichprobe
(G

rundgesam
theit),

so
istx

=
p

(bzw
.µ

=
π

)und
s 2

=
n

n−
1 p(1−

p)
(bzw

.σ
2
=

π
(1−

π
)).
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a)
E

s
w

ird
behauptet,deutsche

M
ännerseien

im
D

urchschnitt178cm
groß

beieiner
Standardabw

eichung
von

10cm
.W

ir
überprüfen

die
B

ehauptung
durch

Z
ufalls-

stichproben
vom

U
m

fang
n

=
100

(1000)
und

erhalten
jew

eils
x

=
179.Ist

die
B

ehauptung
beieinerW

ahrscheinlichkeitvon
(1−

α
)
=

0,9545
haltbar(also

bei
einerIrrtum

sw
ahrscheinlichkeitvon

α
=

0
,0455

w
iderlegbar)?

b)
D

urch
eine

einfache
Z

ufallsstichprobe
von

900
H

aushalten
aus

den
ca

39
M

io.
H

aushalten
in

D
eutschland

sollen
die

D
urchschnittsausgaben

fürN
achrichtenüber-

m
ittlung

erfasst
w

erden.
W

ir
erhalten

∑
900
i=

1 xi =
45

000
und

∑
900
i=

1 x 2i
=

9
531

900 .
W

ie
„genau“

istdas
E

rgebnis?
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D
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Statistik:B
ivariate

V
erteilungen

3.2
M

aß
zah

len
d

es
rech

n
erisch

en
Z

u
sam

m
en

h
an

g
s

K
enngrößen

bivariater
V

erteilungen,
die

die
Stärke

des
rechnerischen

Z
usam

m
enhangs

zw
ischen

den
beiden

M
erkm

alen
in

deruntersuchten
G

esam
theitabbilden,heißen

A
ssoziations-oderK

ontingenzm
aße

(w
enn

eines
der

M
erkm

ale
nom

inalskaliertist)bzw
.K

orrelationskoeffizienten
(w

enn
keines

derM
erkm

ale
nom

inalskaliertist).

B
ezeichnung

Sym
bol

B
erechnung

Skalenniveau
A

ussage

C
hi-

Q
uadrat-

K
oeffizient

Pearson’s
K

ontingenz-
koeffizient

K
orrigierter

K
ontingenz-

koeffizient

χ
2

CC
∗

χ
2
=

m∑i=
1

k∑j=
1 (h

ij −
h

eij ) 2

h
eij

C
=

√
χ

2

χ
2+

n

C
∗
=

C
C

m
ax

m
it

C
m

ax
=

√
m

in(k,m
)−

1
m

in(k,m
)

beliebig
E

s
ist

χ
2

>
0,

w
enn

ein
Z

usam
m

enhang
besteht.

E
i-

ne
R

ichtung
des

Z
usam

m
en-

hangs
istnichtinterpretierbar.

V
iele

A
ssoziationsm

aße
beru-

hen
aufderG

röße
χ

2,die
den

U
nterschied

zw
ischen

den
tat-

sächlichen
H

äufigkeiten
und

den
bei

U
nabhängigkeit

gel-
tenden

H
äufigkeiten

abbildet.

R
angkor-

relations-
koeffizient
von
Spearm

an

R
sp

R
sp =

1−
6

n∑i=
1 d

2i

n(n
2−

1)
m

it

d
i :D

ifferenz
derR

angplät-
ze

derB
eobachtungs-

w
erte

xi und
yi ,

beide
M

erkm
ale

m
indestens

ordinal

Je
größerR

sp
ist,desto

stärker
ist

der
Z

usam
m

enhang
zw

i-
schen

den
R

angfolgen.R
ang-

plätze
w

erden
allerdings

als
intervallskaliertangenom

m
en.

Es
gilt:−

1≤
R

sp ≤
1

(beiein-
deutigen

R
ängen).

K
orrelations-

koeffizient
von
B

ravais-
Pearson

r(ρ
)

r
=

sX
Y

sX ·sY

m
itderK

ovarianz

sX
Y

=
1n

n∑i=
1 (xi −

x)(yi −
y)

=
1n

n∑i=
1 xi yi −

xy

beide
M

erkm
ale

m
etrisch

r
m

isstdie
Stärke

des
linearen

Z
usam

m
enhangs.E

s
gilt:

−
1≤

r≤
1.

r
=

1
r
=
−

1

E
ta-

Q
uadrat-

K
oeffizient

η
2

η
2
=

s 2ext

s 2
=

1−
s 2int

s 2
beeinflussen-
des

M
erkm

al
beliebig,
beeinflusstes
M

erkm
al

m
etrisch

η
2

gibtan,w
elcherA

nteilder
Streuung

durch
die

G
ruppen-

zugehörigkeiterklärtw
erden

kann.E
s

gilt:0≤
η

2≤
1.
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M
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Z
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m

enhangs.
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er
te

ilu
ng

sv
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ss
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ng
en

Pa
ra

m
et

er

X
N

(µ
,σ

2 )

fü
r

X
∼

N
(µ

,σ
2 )

od
er

n
>

30
:

X
be

l.
ve

rt
ei

lt

E
(X

)
=

µ

V
ar

( X
)
=

σ
2 x
=

σ
2 n

(m
.Z

.)

V
ar

(X
)
=

σ
2 x
=

σ
2 n

N
−

n
N
−

1
(o

.Z
.)

fü
r

n N
<

0,
05

ka
nn

N
−

n
N
−

1
ve

rn
ac

hl
äs

si
gt

w
er

de
n.

P
B
(n

π|
n,

π)
(m

.Z
.)

N
(n

π,
nπ

(1
−

π)
)

fü
r

nπ
(1
−

π)
≥

9

E
(P

)
=

π

V
ar

(P
)
=

π(
1
−

π)
n

(m
.Z

.)

X
−

µ
σ
√

n
N

(0
,1

)

fü
r

X
∼

N
(µ

,σ
2 )

E
(

X
−

µ
σ
√

n)
=

0

V
ar
(

X
−

µ
σ
√

n)
=

1

X
−

µ
S
√

n
t(

n
−

1)
fü

r
X
∼

N
(µ

,σ
2 )

N
(0

,1
)

fü
rn

>
30

:
X

be
l.

ve
rt

ei
lt

ν
=

n
−

1

(n
−

1)
S2

σ
2

χ2 (
n
−

1)

fü
r

X
∼

N
(µ

,σ
2 )

ν
=

n
−

1

S2 1 S2 2

f(
n 1
−

1,
n 2
−

1)

fü
r

X g
∼

N
(µ

g,
σ

2 g
)

g
=

1,
2

ν 1
=

n 1
−

1,
ν 2

=
n 2
−

1

X
1
−

X
2

N
(µ

1
−

µ 2,
σ

2 x 1−
x 2

)

fü
r

X g
∼

N
(µ

g,
σ

2 g
)

od
er

n
>

30
:

X g
be

l.
ve

rt
ei

lt

g
=

1,
2

E
(X

1
−

X
2)

=
µ 1
−

µ 2

V
ar

(X
1
−

X
2)

=
σ

2 x 1−
x 2

=
σ

2 1 n 1
+

σ
2 2 n 2

(m
.Z

.b
zw

.o
.Z

.f
ür

n g N
g

<
0,

05
,

g
=

1,
2)

P 1
−

P 2
N

(n
1π

1
−

n 2π
2,

n 1π
1(

1−
π 1)

+
n 2π

2(
1−

π 2)
)

fü
r

n g
π g

(1
−

π g
)
≥

9

g
=

1,
2

E
(P

1
−

P 2
)
=

π 1
−

π 2

V
ar

(P
1
−

P 2
)
=

π 1(
1
−

π 1)
n 1

+
π 2(

1
−

π 2)
n 2

(m
.Z

.b
zw
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.Z
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ür

n g N
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,
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=

1,
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R
öß

le
r/

U
ng

er
er

S
ta

tis
tis

ch
e

Fo
rm

el
sa

m
m

lu
ng

3
D

es
kr

ip
tiv

e
St

at
is

tik
:B

iv
ar

ia
te

V
er

te
ilu

ng
en

15

1.
E

rg
än

zu
n

g
:

M
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su
n

g
vo

n
Z

u
sa

m
m

en
h

än
g

en

B
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-
Sy

m
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l
B

er
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un

g
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en

-
A
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ge
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sa
tz

-
di
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z
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t

d% Φ

B
ei
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nä
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n

M
er

km
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en
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.h
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×

2-
Ta

be
lle
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x 1
x 2

y 1
a

b
y 2

c
d

a
=

h 1
1
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c.

d%
=

|a
d
−

bc
|

(a
+

c)
(b

+
d)
·1

00
=
∣ ∣ ∣ ∣h 1

1

n .
1
−

h 1
2

n .
2

∣ ∣ ∣ ∣·
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0

Φ
=

√
χ2 n

=
|a

d
−
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|

√
(a

+
c)

(b
+

d)
(a

+
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+
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5.2
D

ie
N

o
rm

alverteilu
n

g
als

S
tich

p
ro

b
en

verteilu
n

g

D
ie

am
häufigsten

eingesetzte
theoretische

V
erteilung

istdie
G

auß’sche
N

orm
alverteilung.D

ie
Z

ufallsvariable
kann

hierals
Sum

m
e

„sehrvieler“
voneinanderunabhängigerE

influssvariablen
interpretiertw

erden,also
z.B

.als
arithm

etisches
M

ittelbeiderZ
iehung

von
einfachen,unabhängigen

Z
ufallsstichproben.D

ie
N

orm
alverteilung

ist
dann

die
V

erteilung
allerm

öglichen
Z

iehungsergebnisse.

D
ie

Param
eterderN

orm
alverteilung

sind
die

(auch
deshalb

schon
in

derdeskriptiven
Statistik

häufig
verw

endeten)G
rößen

µ
und

σ
2.FürX

∼
N

(µ
,σ

2)
gilt:

P
(X
≤

x)
=

F
(x)

=
1

σ √
2π

x
∫−
∞

e −
12 (

u−
µ

σ

)
2du

.

In
derPraxis

bestim
m

tm
an

diese
W

ahrscheinlichkeitbeibekannten
µ

und
σ

so,dass
m

an
die

D
ifferenz

x−
µ

als
V

ielfaches
z

von
σ

ausdrückt,also
x

=
µ

+
z·σ

bzw
.z

=
x−

µσ
berechnet.D

ie
zu

z
gehörende

W
ahrscheinlichkeitkann

in
Tafeln

zurStandardnorm
alverteilung

abgelesen
w

erden.

P
(Z
≤

z1 )
=

Φ
(z1 )

P
(Z
≤
−

z1 )
=

Φ
(−

z1 )
=

1−
Φ

(z1 )
P
(−

z1 ≤
Z
≤

z1 )
=

2Φ
(z1 )−

1

z
0,00

0,25
0,50

0,75
1,00

1,25
1,50

1,75
2,00

2,50
3,00

Φ
(z)

0,500
0,5987

0,6915
0,7734

0,8413
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=
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=
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=

0
,1

P
(SPD

∪
FD

P)
=
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+
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=
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=
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