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1 Grundlagen

1 Grundlagen

Statistik als Methodenlehre und nicht als Zahlenergebnis verstanden ist eine wissenschaftliche Disziplin, die sich

mit der Entwicklung und Anwendung von Verfahren zur Gewinnung, Beschreibung und Analyse von in Zahlen

abbildbaren empirischen Befunden beschiftigt. Sie soll in einem Entscheidungsprozess informative Daten liefern;

insbesondere soll sie helfen, Theorien an der Realitét zu iiberpriifen.

Phasen einer statistischen Erhebung

e Fragestellung (Formulierung einer praktischen Entscheidung oder wissenschaftlichen Theorie so, dass

eine statistische Messung moglich ist: Grundprobleme der ,,empirischen Sozialforschung®)

e Festlegung der statistischen (Grund-) Gesamtheit [Bestimmung der sachlichen, zeitlichen (Zeitpunkt:
Bestandsmasse; Zeitraum: Bewegungsmasse) und rdaumlichen Identifikationsmerkmale]

e Wahl der Erhebungsmerkmale und insbesondere bei nominalen und ordinalen Merkmalen Entwurf

einer Messskala

e Wahl des Erhebungsverfahrens (z.B. schriftliche bzw. miindliche Befragung, Beobachtung, Experiment;

Primir- oder Sekundirerhebung; Voll- oder Teilerhebung)
e Organisation, Durchfithrung und Kontrolle
e Aufbereitung der Daten (Ordnen, Datenverdichtung)
e Auswertung (Datenanalyse und Interpretation der Ergebnisse beziiglich der Fragestellung unter Be-

riicksichtigung des Einflusses der Phasen der Datenentstehung)
e Darstellung der Ergebnisse (tabellarische und grafische Darstellung)

Gestaltungsbeschriankung durch Rahmenbedingungen (z.B. rechtliche) und ein ,,0konomisches Prinzip*

(Abwiégung: aktuell-billig—genau).

Merkmalsarten und Skalen
Merkmalsart Skala Interpretation | Transformation Beispiel
rein Nominal- | 1. Verschieden- | eineindeutige | Beruf, Fachrichtung, Familien-
quali- | skala artigkeit Transforma- stand, Geschlecht, Korpergro-
. tativ tionen Be(?)
qualitativ
kom- Ordinal- 1. Verschieden- | stréng mono- Note, Kreditranking, Zufrie-
parativ | skala artigkeit tone Transfor- | denheitsgrad, soziale Schicht,
2. Ordnung mationen KorpergroBe(?)
Intervall- | 1. Verschieden- | lineare Trans- | °Celsius, Normabweichung,
skala artigkeit formationen Altersjahrgang, Korpergro-
2. Ordnung y=ax+b, Be(?)
o 3. Differenzen a>0
quantitativ
Verhiltnis- | 1. Verschieden- | linear-homoge- | °Kelvin, Alter in Jahren, Ein-
skala artigkeit ne Transforma- | kommen, Preis, Korpergrofle
2. Ordnung tionen
3. Differenzen | y=ax,a >0
4. Verhiltnisse

Statistische Formelsammlung
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2 1 Grundlagen

Regeln fiir die Erstellung von Tabellen

1. Jede Tabelle trigt eine Uberschrift, in der die beschriebene statistische Masse sachlich, zeitlich und
raumlich abzugrenzen ist.

2. Tabellenkopf und die Vorspalte enthalten die Erlduterung zum Zahlenteil. Jede Zahl im Zahlenteil
ist somit charakterisiert durch die jeweilige Zeilen- (in der Vorspalte) und Spaltenbezeichnung (im
Tabellenkopf). Kein Tabellenfeld sollte leer sein. Dabei bedeutet ,,—* genau Null, wihrend ,,0* mehr
als Null, aber weniger als die Hélfte der kleinsten Darstellungseinheit bedeutet (auch 0,0 oder 0,00).

3. FuBnoten enthalten Erlduterungen zum Inhalt einer Tabelle sowie Quellenhinweise.

Bsp.: Tab ... Wohnbevolkerung der Stadt XY am 30.02.20.. (in Tsd.)
Geschlecht Familienstand Insgesamt
ledig | verheiratet | verwitwet | geschieden
mannl. 102 89 5 4 200
weibl. 109 90 15 6 220
Insgesamt | 211 179 20 10 420

Quelle: Stddtestatistisches Amt XY

Grundformen grafischer Darstellungen

Balkendiagramm Flichendiagramm

X4

Xs

Xy

Xq X2 X3 X4 X5 X3
Streuungsdiagramm Kurvendiagramm
y X[ o
o \
L ;
N4
b t

Aufgabe | Ergellen Sie ein Kreisdiagramm des Merkmals Familienstand fiir das obige Beispiel
@ der Wohnbevolkerung.
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1 Grundlagen

Beispieldatensatz

Bei 25 Teilnehmern einer Statistik-Klausur wird eine statistische Erhebung mit den Merkmalen

Studienjahr (1, 2, 3)

Hauptfach (Sonst. 1, Soz. 2, Pol. 3)

Ausgaben fiir Kopien im letzten Semester (Euro)

durchschnittliches Einkommen im letzten Semester (Euro)
erwartete Leistung (unterdurchschnittlich -1, durchschnittlich 0, eher besser +1)

durchgefiihrt. Man erhilt folgende Datenmatrix: (als excel-Datei zum download)

Stud.-Nr. | Fach Jahr Ausgaben fiir | Einkommen | erwartete
Kopien € € Leistung

1 2 2 21 2025 0

2 1 2 37 2220 0

3 2 1 26 2130 -1

4 3 2 68 2580 +1

5 2 3 16 1770 0

6 2 1 31 2160 0

7 3 3 24 2130 -1

8 3 1 6 1710 +1

9 2 1 22 1980 -1

10 3 3 32 2280 +1

11 1 2 17 2025 0

12 3 2 44 2325 0

13 1 2 30 2250 -1

14 2 1 12 1800 +1

15 3 3 57 2460 -1

16 3 2 41 2415 -1

17 1 1 20 1890 +1

18 2 1 19 2010 0

19 3 3 47 2370 -1
20 3 1 14 1965 +1
21 2 2 39 2235 0
22 3 1 18 1980 +1
23 2 1 2 1770 +1
24 2 2 10 1920 0
25 1 2 27 2100 +1

Statistische Formelsammlung RéRBler/Ungerer
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

2.1 Darstellungsformen

2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

Die erste Stufe einer Auswertung erhobener Daten umfasst die sinnvolle Ordnung der Merkmalswerte bzw. ihre

Zusammentassung zu Gruppen mit gleichen Merkmalsausprdgungen. Die tabellarische oder grafische Darstellung

der Hiufigkeiten des Auftretens von Merkmalsauspridgungen heif3t Hiufigkeitsverteilung.

Begriffe

Symbole

Statistische Masse (Grundgesamtheit) be-
steht aus statistischen Einheiten mit densel-

Umfang: n (N) durchnummerierte (verschliisselte, anony-
misierte) statistische Einheiten:

ben Identifikationsmerkmalen. i=1,2,....,n(N)
Urliste enthilt Beobachtungswerte des | ay,...,a;,...,a,
Merkmals X von n statistischen Einheiten.
Merkmalsausprigungen des Merkmals X | X1,...,Xj,...,Xm

absolute Hiufigkeit der Ausprigung x;

m
hj=h(x;) mit Y hj=n
j=1

relative Haufigkeit von x;

h; i
fi=fxj) =" mit } fi=1
j=1

relative Hiufigkeitsfunktion

fi fir x=x;, j=1,....m

ﬂwz{o

sonst

kumulierte absolute Hiufigkeit von x; des
mindestens ordinalen Merkmals X

J
HJ'ZH(X]') mit Hj: Zl’lk, X < X1, Hn=n
k=1

kumulierte relative Hdufigkeit von x; des
mindestens ordinalen Merkmals X

J H.
Fj:F()Cj) mit Fj: ka:#, Xk < Xgt1, Fm=1
k=1

Empirische Verteilungsfunktion

0 fir x<x;
F; fir x;<x<xj41,j=1,....m—1
1 fir x>x,

F(x) =

Auf-
gabe

)

gen einer Stadt fest (Urliste):

5’2,1’4765 37294’4,7’ 6,1’27355’

Berechnen Sie in tabellarischer Form absolute und relative Hiaufigkeiten sowie die kumu-

Bei einer Erhebung stellt man folgende Personenzahl je Wohnung in den 40 Sozialwohnun-

3,34,33 05,243, 3,6,5,64, 35343, 35,734.

lierten Haufigkeiten. Zeichnen Sie die Haufigkeitsverteilungen.

RoRler/Ungerer
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

Klassierte Daten, Histogramm

Bei quantitativen Merkmalen mit sehr vielen Ausprigungen (z.B. Einkommen) oder bei stetigen Merkmalen

werden zur Erhebung bzw. vor der Auszidhlung benachbarte Beobachtungswerte zu Klassen zusammengefasst.
Die Klassengrenzen diirfen sich nicht iiberschneiden. Die Wahl der Klassenbreiten hingt einerseits von der

Erhebbarkeit, andererseits vom gewiinschten Informationsgehalt und der Klassenbesetzung ab. Weisen die Klassen
eine unterschiedliche Breite auf, so werden zur Vermeidung von Missverstandnissen die Klassenhdufigkeiten auf
die Klassenbreiten bezogen. Als Ergebnis erhilt man die besser vergleichbaren Besetzungsdichten je Klasse. Diese
werden in Histogrammen auf der Ordinate abgetragen, die Hiufigkeiten somit als Rechteckflichen dargestellt. Die
Dichtefunktionen innerhalb der Klassen entsprechen also Rechteckverteilungen (einfachstes Modell).

Begriffe Symbole
m Klassen (von ... bisunter...) | [a1,b1),...,[a;,bj),...,[am,bp)
Klassenbreite / Klassenmitte | w;=b;—a; / Xj= %
m
absolute / relative Hiufigkeit | /j = Z h(x;) mit Z hj=n fi= Z fi=1
xi€laj,b;) Jj=1

hj

absolute / relative Dichte )
Wi

m
mit Zh*wj—n / fi= ﬁ mit Z]fj’.‘wjzl
]:

Klassierte Dichtefunktion

fj* fir x € [aj,bj), j=1,...

sonst

7m bm
mit /f*(x)dx:
aj

J
Hj=}

kumulierte abs. / rel. Haufigk.
k=1

. / H; .
h, mit H, =n Fj:ka:—mltszl
n

k=1

/

Klassierte Verteilungsfunktion

*(x) :/xf*(u)du

(0 fir x<ag
Fii1+fi(x—aj) fir x€la;bj), j=1,....m
! fir x> b,

Zur Analyse der sog. ,,Altersarmut® wird eine Erhe-

Einkommen %
von ... bisunter... €

Auf- 0 - 500 10
500 - 1.000 25

gabe 1.000 — 1.250 25
1.250 - 1.500 15

@ 1.500 — 2.000 15
2.000 - 3.000 5

3.000 - 5.000 5

bung zur Einkommenslage (monatliche Renten und
sonstige Einkommen von Einzelpersonen) von Rent-
nern herangezogen. Zeichnen Sie ein Histogramm
und die klassierte Verteilungsfunktion. Schitzen Sie
nach der Grafik, wieviel Prozent iiber weniger als
1150 € vertfiigen.

RoRler/Ungerer
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen 7

Histogramm Histogramm

Ergebnis einer Schnellinventur £40)
Teile fj-100 f;f -100
von ... bisunter... €
0 - 1 10 10
- 4 20 6,7
4 - 10 30 5
10 - 20 40 4
falsche Darstellung: richtige Darstellung:
f(x):gﬂ I r’(x)-:(%o
40 10
32 8
24 6
16 1 4
8 2
0 0
o 4 8 12 16 20)(24 0 4 8 12 16 20 x24 X

Kumulierte relative Hiufigkeiten Klassierte Verteilungsfunktion
F; : : : : : : F*(x) :
14 1 -[ERERESUREUU N R N

Statistische Formelsammlung RoRler/Ungerer



8 2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

2.2 MaRzahlen der zentralen Tendenz

In der zweiten Stufe der Auswertung werden Beobachtungswerte bzw. Hiufigkeitsverteilungen zu Mal3zahlen
verdichtet. Im Sachzusammenhang sinnvolle Maf3zahlen sollen so u.a. — sofern sie nicht selbst Untersuchungsziel

sind — einen iibersichtlichen Vergleich verschiedener statistischer Reihen erlauben.

Mittelwerte | Symbol Berechnung Skalenniveau Aussage
Modus (hiu- D D = x;, mit beliebig Die Merkmalsauspriagung einer
figster Wert, hy = maxh; Verteilung, auf die die meisten
Dichtemittel) I Beobachtungswerte entfallen.
Median V4 Z=ay) mitk= % ordinal oder | Der Beobachtungswert einer der
(Zentralwert, fiir n ungerade und metrisch GroBe nach geordneten Reihe
2. Quartil) k1 i d (a(i)), unterhalb dem die Hilfte
— 2 ur“n gerace, aller Merkmalstriiger liegt. Ech-
a; der Grofie nach ge- te ,,Mitte“. Bei Verteilungen mit
ordnet. Fur Z = x; nur wenigen Beobachtungswer-
gilt: F(x;) =0,5. ten als Deskription oft nicht sinn-
voll.
Arithmetisches X I metrisch Die GroBe, die sich ergibt, wenn
Mittel (1) - z:zi ai die Merkmalssumme gleichmii-
| m Big auf die Merkmalstriger auf-
= - Z hjx; geteilt wird. Zur Beschreibung
= der ,,Mitte* einer Verteilung nur
L bei symmetrischen Verteilungen
= Z fjx j . t
= geeignet.
Mittelwerte und Verteilungsformen
symmetrisch linkssteil rechtssteil
f(x) f(x) f(x)
X X
D<Z<Xx xX<Z<D
Aufgabe o o .
@ Berechnen Sie fiir die 2. Aufgabe die drei behandelten Mittelwerte.

RoRler/Ungerer
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen 9
Erganzungen
Modalklasse lap,bp) = [ax,by) mit hj = maxh; Die am dichtesten besetzte Klasse.
J
Quantile F*(x;) =k Die Merkmalsauspriagung x;, unter-
F(x) N B halb der
L I S S s
N
z.B. x; T x z.B.

e Perzentile
e Derzile

e Quartile Oy,

1%-Schritte (k € {1,2,...,99})
10%-Schritte (k € {1,2,...,9})
25%-Schritte (k € {1,2,3})

99% der Werte (99. Perzentil)
90% der Werte (9. Dezil)

75% der Werte (3. Quartil) liegen.

Arithmetisches
Mittel x

e Hochrechnungs-
eigenschaft

e lineare Transfor-

F(x)
1

S
=I
Il
1=
8
Il
S

Das arithmetische Mittel enthélt als
wichtigste Information die Merkmalss-
umme.

s

Mittel.

mation
1 m m . . . . .
e Arithmetisches = Z nE; mit n= Z n AnthmeFlsches Mittel aus arithmeti
n
Mittel aus arith- =1 =1 schen Mitteln von m Untergruppen.
metischen Mit- 5 1 i bt mit £ Y +b; Schitzung des arith. Mittels bei klas-
teln n = I / 2 sierter Verteilung, falls X; unbekannt.
Geometrisches g=1 Xp X2 Xpo [ Xp Durchschnittliche Wachstumsfaktoren
Mittel g X0 X1 Xp_, X0 wirtschaftsstatistischer Zeitreihen.
mit Xt . Messzahlen aus dquidistant [Z‘.B. Durchschn1tt§verz1nsung bei
Xr_1 Wiederanlage der Zinsen.]
gemessenen GroBen, t =1,...,T
;?g:lozis‘:hes L Y gi _ Ygi xi—l - Durchschnittsgréﬁen, Wen? sich dife ge-
Y g xi_l Y gi gebﬁenen Gewichte auf Zihlergrofien
beziehen.
B Y km ~ YLkm [Z.B. Durchschnittsgeschwindigkeit,
N km)~' YSud wenn die Gewichte Teilstrecken sind.]
Aufgabe | Berechnen Sie fiir die 3. Aufgabe die Modalklasse, die Quartile und das arithmetische

Statistische Formelsammlung
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2 Deskriptive Statistik: Univariate Verteilungen

2.3 MaRzahlen der Streuung

MafBzahlen der Streuung sollen die Variation der Einheiten in den Merkmalsausprigungen abbilden, bei quan-

titativen Merkmalen besonders beziiglich eines Mittelwertes. So gesehen sind sie auch eine MafigroBe tiir den

Informationsgehalt eines Mittelwertes als Abbildungsergebnis einer statistischen Verteilung.

Streuungs- Symbol Berechnung Skalen- Aussage
mafle niveau

Homogeni- P p__M™ (1— i fz) beliebig | P ist bei der Gleichverteilung am
titsindex m—1 = I groBten und bei der Einpunktver-

0<P<1 teilung am geringsten.
Quartils- OA OA=03—0 ordinal QA gibt den mittleren Bereich
abstand oder der Beobachtungswerte einer der
e Box-and- metrisch | Grofe nach geordneten Reihe an,
Whisker unterhalb bzw. oberhalb dem je
Plot ein Viertel der Merkmalstriger

= ’ liegt.

Bei ordinalen Merkmalen nur
sinnvoll, wenn nicht die Diffe-
0 2, Qs 0,0, A renz ausgerechnet wird (so aller-

Merkmal X dings keine Maf3zahl).
Varianz s? (0?) 2= Xn:( a; —%)? metrisch | ¢2 ist ein Durchschnitt aus
und s (o) ni= quadrierten Differenzen zwi-
Standard- e 1 5 schen Beobachtungswert und
abweichung S=FVs L ~ ap =X dem arithmetischen Mittel. Gro-
. Bere Differenzen werden stérker

§2 = l Z hj(xj— 3)2 gewichtet als kleine.
ni=
— l f" hoxt — 52 Verschiebungssatz
n = I
Varianzzerlegung bei m Untergruppen (j=1,...,m)

i=1

1
s'=-, (aj—x)" =

=\2 1 & < —=\2 1 & = —=\2 1 & 2 2 2 2
_.Zz(aij_xj) _'__an(xj_x) :_'an'sj—'—sext:sint—}_sext
noi3i=1 n o= no=

S2 S2

int ext

Die Gesamtvarianz lédsst sich bei Einteilung einer Gesamtheit in Gruppen so zerlegen, dass ein Teil

die Streuung der Einzelwerte innerhalb der Gruppen (sizm), der andere Teil die Streuung zwischen den

Mittelwerten der Gruppen (s2,,) abbildet.

‘ Aufgabe @

Berechnen Sie fiir die 2. Aufgabe den Quartilsabstand und die Standardabweichung.

Aufgabe @

Nehmen Sie eine Varianzzerlegung fiir das Hauptfach (j = 1,2,3) und die Ausgaben

fiir Kopien (a;;) des Beispieldatensatzes Seite 3 vor.

RoRler/Ungerer
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Erganzungen

Spannweite R

R = amax — Amin

Differenz zwischen groftem und
kleinstem Beobachtungswert, z.B. bei
Preis-/Kursentwicklungen.

Durchschnittliche
. dA = — Z \ai

(mittlere absolute) n&=

Abweichung dy

m
Z jlxj—

e Minimum-

eigenschaft dp = n Z |ai
=1

von dz l

_A’

)
== ) hjlxj—Al
n =

—A|=min firA=2Z

L A=%7,...

Da Y ;(a; —x) = 0 gilt (Schwerpunk-
teigenschaft des arith. Mittels), bildet
man das arith. Mittel der Absolutbe-
trdge der Abweichungen der Beobach-
tungswerte vom arith. Mittel (A = X).
Als Bezugspunkt der Abweichungen
der Beobachtungswerte kann auch der
Median Z oder ein anderer Mittelwert
gewdhlt werden.

Varianz

e Minimum-

—Z
—Z

o
||

eigenschaft

o
||

e lineare
Transfor-
mation

e z-Transfor- ai—Xx
. Zi=
mation ' )
(Standar-

disierung)

e Varianz
bei klassier-

5 m W2
5= ;fjl—éﬂLij
Z

2 — min firA =X

x—A)?

zi=c+d-a = s%:dz-s)%

1
mit s% = ZZ(a, —X
i

— ZzOunds%:1

Die mittlere quadratische Abweichung
bezogen auf das arith. Mittel ist stets
kleiner als die mittlere quadratische
Abweichung bezogen auf einen belie-
bigen Wert A.

Aus rechnerischen Griinden bzw. we-
gen des Vergleichs zwischen verschie-
denen Merkmalen werden Daten oft
z-transformiert.

Dabei getroffene Annahme: Rechteck-
verteilung innerhalb einer Klasse.

ten Daten Falls X; unbekannt ist, wird X; verwen-
sﬁn sgxt det.
Variatic.)ns— V= é x>0, j=1,....m Relativrt;s Streuungsmal .(dimensio'ns—
koeffizient V X los): Die Standardabweichung wird
und x>0 auf das arithmetische Mittel bezogen.
Aufgabe Berechnen Sie fiir die 2. Aufgabe den Variationskoeffizienten und fiir die 3. Aufgabe den
Quartilsabstand und die Standardabweichung.

Statistische Formelsammlung
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3 Deskriptive Statistik: Bivariate Verteilungen

3.1 Darstellungsformen

Werden an einem Merkmalstriger i zwei Beobachtungswerte a; und b; der Merkmale X und Y festgestellt, so kann
untersucht werden, ob ein rechnerischer Zusammenhang zwischen diesen Merkmalen besteht. In tabellarischer
Form geschieht dies bei Hiufungen von gleichen Beobachtungspaaren durch eine Héufigkeitstabelle (Assoziations-,
Kontingenz-, Korrelationstabelle), sonst durch eine der GroBe (eines Merkmals) nach geordnete Reihe der Beobach-
tungspaare (nicht bei nominalen Merkmalen méglich). Die Auswertung erfolgt im ersten Fall durch Spalten- bzw.
Zeilenvergleich, im zweiten Fall (vor allem grafisch) durch Reihenfolgenvergleich.

Haufigkeitsverteilung

Zweidimensionale Hiufigkeitstabelle Bedingte Verteilungen
Notation: x; mit j=1,...,k Zeilenvergleich Spaltenvergleich
yimiti=1,...,m (v; festgehalten) (x; festgehalten)
X1 . Xj o ... X
/ R hij | hij | hmj hiy | hij | hi
h hyj h A I e R Vil | e
Y1 .- j .- 1k | 11, ny, | ni | Ay, na | njo| ni
3 X M
yi | hi hl] hig | ni X2 2
Vm | hm1 .. hmj eoe g | . Xk Ym
Y | o, n. n | n 1 1 1 1 1 1
1 1,

B hy/ny, 0 hyn;
| @ higfn;, | B hy/n;
| B hig/n; | B hy/n;
0 hydng,

X Xz = X X Xz X3 X

Statistische Unabhangigkeit

Besteht kein rechnerischer Zusammenhang zwischen den Merkmalen in der betrachteten Gesamtheit, so
ergeben sich in den Spalten bzw. Zeilen dieselben relativen Hiufigkeiten, wenn als BezugsgroBe jeweils
die Spalten- bzw. Zeilensumme verwendet wird (bedingte Verteilung). Die absoluten Héaufigkeiten in den
Tabellenfeldern h¢ ; lassen sich dann als normiertes Produkt der Randhdufigkeiten errechnen:

pe e
ij =

n

RoRler/Ungerer Statistische Formelsammlung
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Korrelation

Korrelationsrechnung bei ordinalen oder metrischen Merkmalen: Messung der Stirke und Richtung des rechneri-

schen Zusammenhangs zwischen Merkmalen, der einseitig (x — y), gegenseitig (x < y) oder iiber ein drittes

Merkmal (oder einen Merkmalskomplex) (z — (x,y)) bewirkt sein kann. Die Korrelation ist an der Form der

tabellarischen oder grafischen Anordnung erkennbar.

Yi

Vi Vi ' ‘ ' Vi
o S | %
o A5, P + e s #
.l . , ; .* . | N 1
// e B N a7 ‘
P ot X e g ;
% e
Xi Xi X; X; Xi
schwache starke schwache starke linearer nicht linearer
positive Korrelation negative Korrelation statistischer Zusammenhang

Es wird ab jetzt nicht mehr in den Symbolen zwischen Beobachtungswert und Merkmalsauspriagung
unterschieden, sondern sowohl die Beobachtungswerte als auch die Merkmalsausprigungen des
Merkmals X werden mit x; bzw. des Merkmals Y mit y; bezeichnet. Bei i = 1,...,n handelt es sich um
Beobachtungswerte und bei i = 1,...,m(k) um Merkmalsauspragungen.

Auf- Ergebnis:
X1 X2 X3
gabe
yi | 30 51 9
@ yo | 44 32 4
y3 2 11 7
ya | 4 6 -

200 erwerbstitige Wihler werden nach der Stellung im Beruf (x; mit x;: Arbeiter,
x>: Angestellte/Beamte, x3: Selbstindige) und ihrer Wahlentscheidung bei den letzten Land-
tagswahlen (y; mit y;: CDU, y,: SPD, y3: FDP, y4: Griine) befragt. Man erhilt folgendes

Berechnen Sie die Randverteilungen, die (sieben) bedingten
Verteilungen sowie die absoluten Hiufigkeiten der Assozia-
tionstabelle bei statistischer Unabhéngigkeit der betrachteten
Merkmale in dieser Gesamtheit.
Wie hoch ist der Anteil

e der Angestellten/Beamten, die die SPD wihlen?

e der Angestellten/Beamten unter den Wihlern der SPD?

e der Wiihler der SPD unter den Angestellten/Beamten?

In einem Betrieb werden fiir die letzten zwolf Quartale die Zahl der Arbeitslosen im zu-
gehorigen Arbeitsamtsbezirk (x in Hdrt.) und die Zahl der Krankmeldungen (y in Hdrt.)

Auf- verglichen:
gabe

xi | 70 8 90 120 130 150 150 170 70 60 60 50
Vi 8 7 10 7 6 4 3 2 13 14 16 18

Zeichnen Sie ein Streuungsdiagramm. Interpretation?

Statistische Formelsammlung
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3.2 MaRzahlen des rechnerischen Zusammenhangs

KenngroBen bivariater Verteilungen, die die Stirke des rechnerischen Zusammenhangs zwischen den beiden
Merkmalen in der untersuchten Gesamtheit abbilden, heilen Assoziations- oder Kontingenzmalle (wenn eines der

Merkmale nominal skaliert ist) bzw. Korrelationskoeffizienten (wenn keines der Merkmale nominal skaliert ist).

Bezeichnung | Symbol Berechnung Skalenniveau Aussage
Chi- x> y & (hij — hfj)2 beliebig Es ist x?> > 0, wenn ein
Quadrat- X = Z‘i Z:l hfj Zusammenhang besteht. Ei-
. 1= =
Koeffizient ’ ne Richtung des Zusammen-
Pearson’s C > hangs ist nicht interpretierbar.
Kontingenz- C= ZX Viele Assoziationsmafe beru-
koeffizient x-+n hen auf der Grofie xz, die den
—— Unterschied zwischen den tat-
%
Korrl.glerter C C* = c mit sachlichen Hiufigkeiten und
konft;ngenz— max den bei Unabhiingigkeit gel-
octlizient min(k,m) — 1 tenden Haufigkeiten abbildet.
Cmax = . 7N
min(k,m)
Rangkor- R, 6 i P2 beide Je groBer Ry, ist, desto stirker
relations- “ Merkmale ist der Zusammenhang zwi-
koeffizient Rp=1- n(n2—1) mit mindestens | schen den Rangfolgen. Rang-
von ‘ ordinal plitze werden allerdings als
Spearman d;: Differenz der Rangplit- intervallskaliert angenommen.
ze der Beobachtungs- Es gilt: —1 <Ry, < 1 (bei ein-
werte x; und y, deutigen Réngen).
Korrelations- r . Sxy beide r misst die Stiarke des linearen
koeffizient (p) Sy * Sy Merkmale | Zusammenhangs. Es gilt:
von mit der Kovarianz metrisch —1<r<l
Bravais- 1 v vi
= 5 =
Pearson Sxy =, Z(xi —X)(yi—Y) \\\\
i=1 /,J -
1 i o pd ™~
- - Xiyi —XYy X, X
= r=1 r=-—1
Eta- n? 2 52 1 52 beeinflussen- | n? gibt an, welcher Anteil der
Quadrat- T="g= 52 des Merkmal | Streuung durch die Gruppen-
Koeffizient beliebig, zugehorigkeit erklart werden
beeinflusstes | kann. Es gilt: 0 < n? < 1.
Merkmal
metrisch
Aufgabe Berechnen Sie fiir die Aufgaben 7, 9 und 10 sinnvolle Mal3zahlen des rechnerischen
@ Zusammenhangs.

RoRler/Ungerer
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1. Erganzung: Messung von Zusammenhangen

Bezeich- | Symbol Berechnung Skalen- Aussage
nung niveau
Bei bindren Merkmalen, d.h. 2 x 2-Tabellen: | beliebig | Beide Malle beru-
x| x hen auf dem Un-
yi | a | b a=hi terschiedsbetrag des
va | ¢ | d ete. Produkts der Diago-
Prozent- b P N nalenhédufigkeiten.
satz- d% | d%— 19 =bl g0 | Bz 6, 0 < d% < 100.
differenz (a+c)(b+d) ni  np
. 2 _
Phi- o | oo X _ |ad — be 0<d<l.
Koeffizient n y/la+c)(b+d)(a+b)(c+d)
Kendalls T, T = e —1d beide | Die MaBe beruhen
Tau-b b V(e +nq +To) (ne +ng + Ty) Merk- | auf Paarvergleichen.
bei symmetrischem Zusammenhang. male Bei n Einheiten gibt
, — min- es "D msgliche
Somers’ d d, dy = _MemRa (Y abhingige Variable) 2 o8
ne+ng+1T, des- Paare. n,. ist z.B.
ad — be tens die Anzahl der Paare,
dy = ——— bei 2 x 2-Tabellen. dinal | bei der eine Einhei
YT lato)(b+d) ordina ei der eine Einheit
n.: Zahl der konkordanten Paare ngil' l_)elde;__lrerk_
ng: Zahl der diskordanten Paare male emen (.) eren
. . : Rang hat als die Part-
ne, ng: eindeutige Paarreihungen it
Ty, Ty, (Ty): ,,Ties*: Zahl der Paare, die sich heretnhett.
. . . —-1<1,.,d,<1.
nicht bzgl. beider Merkmale unterscheiden - Y=
Regressionsrechnung beide | Abbildung des rech-
Regres- Merk- | nerischen (linearen)
sions- y = |¥=a+b-x male Einflusses einer er-
funktion f(x) me- kldarenden Variablen
Methode trisch | x auf eine Zielvaria-
y A
der Y ble y fiir einen be-
Kleinsten €j z A Zel = Z<yi — )71.)2 L min stimmten Datensatz.
Quadrate, S i i a: Schitzwert fiir y,
Fehler e; X wenn x = 0 ist.
Regres- u a=y—bx b: Schitzwert fiir
sions- N S die Zunahme von Yy,
koeffi- b b= Zx’i L n_xzy XY wenn x um eine Ein-
zienten Lxj —nx § heit zunimmt.
Bestimmt- 2 P 2 52 Anteil der durch die
heitsmaf3 P = ( XY ) = —g, 0<rr<1 Regressionsgerade
xSy ¥ ,erklarten Varianz
der Zielvariablen.

Statistische Formelsammlung
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2. Erganzung: PRE-Male (Proportional Reduction in Error)

PRE-Mafe sollen eine Interpretation der Stirke des Einflusses der unabhéngigen auf die abhiangige Variable

erlauben.

E] N
EQ.'
Variablen X .

E - E,
E;

PRE =

,,proportionale Abnahme des Vorhersagefehlers*

,.Fehler* bzgl. der Vorhersage der abhéingigen Variablen Y aufgrund ihrer Verteilung.
,.Fehler* bzgl. der Vorhersage der abhingigen Variablen Y bei Kenntnis des Einflusses der unabhingigen

Die PRE-Mafe unterscheiden sich je nach ,,Fehler“-Definition und verwendetem Vorhersagewert.

Bezeich- | Symbol Berechnung Skalen- Aussage
nung niveau
Goodmans | A, Zmax hi; —maxn;, beliebig | Man wiirde den hédufigsten Wert vor-
und ! ! hersagen, also ist E; die Zahl der
Kruskals N - maxn, falschen Voraussagen. Entsprechend
Lambda E| —E, . E5: Man wiirde die hdufigsten Wer-
- E mit te der bedingten Verteilungen vor-
E| = n— maxn; aussagen, also ist £, die Anzahl der
! falschen Voraussagen.
Er= ;(”4 — max/j) Es gilt: 0 <A, < 1.
Goodmans | 7Y y= ne —Ng (bei wenig Ties) beide Wenn man ,,n.icth“ we.iB auBe.r der
und ne +ng Merk- Zahl Paare mit eindeutiger Reihen-
Kruskals _ E\—-E mit male folge, wiirde man E; tippen. (Prinzip
Gamma E; min- des unzureichenden Grundes)
E; =0.5(n.+ny) destens | 7y ist groBer null, wenn die Zahl der
. ordinal | konkordanten Paare iiberwiegt und
E> = min(ng,ng) ) . )
v ist kleiner null, wenn die Zahl der
furne <ng: y<O0 diskordanten Paare iiberwiegt.
firn, >ng: y>0 Esgilt: —1<y<1L.
Bestimmt- | ;2 , s; 2 beide Ej ist der als Varianz berechnete Pro-
heits- r=a = s—; Merk- gnosefehler, wenn man y als Vorher-
maB Y Y male sagewert fiir jedes y; verwenden wiir-
2= E\—E mit me- de. E; ist der Prognosefehler, wenn
Ey trisch man J; als Vorhersagewert verwen-
E1=S?,, E2=S§ det. Es gilt: 0 <2 < 1.
Eta- n? 5 52 52 unabh. E| ist der als Varianz berechnete Pro-
Quadrat- = 2 Merkmal | gnosefehler, wenn man y als Vor-
Koeffizient , E—E ' beliebig, | hersagewert fiir jedes y;; verwen-
T E mit abh. den wiirde. E; ist der Prognosefeh-
5 5 Merkmal | ler, wenn man bei j = 1,...,m Un-
Er=s", Ey=spy metrisch | tergruppen y; als Vorhersagewert ver-
wendet. Es gilt: 0 < n? < 1.
RoRler/Ungerer Statistische Formelsammlung
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4 Aufgaben zur Wiederholung

Ausgaben Erwerbstitige | Ausgabensumme
von ... bisunter ... € je Klasse (T€)
0 - 10 300 0,9
Auf- 10 - 20 400 4,8
20 - 25 400 8,8
25 - 30 300 8,1
gabe 30 - 40 300 10,2
40 - 50 200 9,2
50 - 100 100 8,0

Variationskoeffizienten.

Aus einer Erhebung bei 2 000 Erwerbstitigen einer Region erhilt man folgende Verteilung
der Ausgaben fiir den 6ffentlichen Nahverkehr:

a) Zeichnen Sie ein Histogramm, die Verteilungsfunktion und bestimmen Sie die Quartile.
b) Berechnen Sie das arithmetische Mittel, die Varianz (aus externer und interner) und den

Kritisieren Sie fiir dieses Beispiel die Annahme einer Rechteckverteilung bei den
grafischen Darstellungen und bei der Berechnung der internen Varianz.

Losung: a) Q1 =15, O, =23,75, Q3 =33,33, b) x =25, s =332.45, V=0,73

Nutzung des Angebots | Gruppe A | Gruppe B | Gruppe C
.. mal
Auf- 0 50 30 20
1 60 40 30
2 40 80 50
gabe 3 20 80 100
4 20 40 60
5 10 30 40

n2-Koeffizienten.

a) Berechnen Sie A, und interpretieren Sie das Ergebnis als PRE-Ma5.
b) Berechnen Sie den korrigierten C-Koeffizienten.

¢) Berechnen Sie den n2-Koeffizienten und interpretieren Sie ihn als PRE-MaB.

d) Vergleichen Sie die Aussagen des C-Koeffizienten, des A-Koeffizienten und des

Drei zufillig ausgewihlte Gruppen A, B und C von Autofahrern wurden mit unterschiedli-
chen Konzepten zur Nutzung des 6ffentlichen Nahverkehrs beim Stadtbesuch animiert. Fiir
den letzten Monat erhielt man folgende Ergebnisse:

Losung: a) A, = 0,067, b) C* = 0,44, c) n2 =0,10

Statistische Formelsammlung
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In der Caféteria einer Universitidt wurde ein neues Cola-Getrink eingefiihrt, das am ersten
Tag kostenlos an Studenten verteilt wurde. Von den Probanden wurden je 200 Studentinnen
und Studenten gebeten, in den folgenden zwei Wochen zu notieren, wie oft sie das Getriank
wieder kauften. Man erhielt folgendes Ergebnis:

Auf- Kiufe | weiblich | ménnlich
0 70 15 a) Zeichnen Sie die empirischen Verteilungsfunktionen
gabe 1 50 20 fiir beide Gruppen.
2 35 35 b) Berechnen Sie Modus, Median und arithmetisches
3 20 60 Mittel sowie die Varianz fiir jede Verteilung.
4 10 35 c) Wie hoch ist die Varianz der aggregierten Vertei-
5 10 20 lung?
6 5 15
Losung: b) Dy =3, Dy =0,Zn =3, Zy =1, Xn =3, Xy = 1,5, 52 = 2.5, 52, = 2,55,
¢) s> = 3,0875

500 Studierende wurden nach ihrer Meinung zur beabsichtigten stirker leistungsorientierten
Bezahlung der Professoren (-1: Unsinn, O: neutral, +1: unbedingt) und einer regelmifBigen
Leistungsmessung durch Befragung von Vorlesungsbesuchern (-1: Unsinn, O: neutral, +1:
Auf- unbedingt) befragt:

b Bezahl Bef a) Berechnen und zeichnen Sie die beding-
gabe czaiiung clragung ten Verteilungen (nur Spalten) und verba-
-1 0 +1 .. . .

@ lisieren Sie das Ergebnis.
-1 80 20 40 b) Berechnen Sie Kendall’s 7,. Entspricht
0 10 S0 80 das Ergebnis Threr Interpretation der be-

+1 30 10 180 dingten Verteilungen?

Losung: b) n. =41700, n; =9500, T, =30000, 7, = 18400, T,, = 25150, 7, = 0,428

Bei neun Sportstudenten wird vor der Durchfiihrung eines Trainingsprogramms eine
antropometrische Messung vorgenommen:

Student Nr.i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y: Gewicht (kg) | 63 | 78,2 [ 852 | 78 | 79,5695 | 756 | 78 | 68
x: GroBe (cm): | 170 | 178 | 190 | 182 | 186 | 174 | 184 | 181 | 175

Auf-

gabe a) Zeichnen Sie ein Streuungsdiagramm.
b) Berechnen Sie eine lineare Regressionsfunktion nach der Methode der kleinsten Quadrate
und zeichnen Sie das Ergebnis in das Diagramm.
Interpretieren Sie den Koeffizienten b.
c) Berechnen und vergleichen Sie die Aussagen des Korrelationskoeffizienten nach
Bravais-Pearson und des Bestimmtheitsmafes. Wodurch konnte das Bestimmtheitsmaly
erhoht werden? Interpretieren Sie das Bestimmtheitsmalf} als PRE-MaB.

Losung: b) y = —105+x, c) r=0,925, P = 0,856

RoRler/Ungerer Statistische Formelsammlung
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5 Induktive Statistik: Einflihrung
5.1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bisher wurden Methoden zur zahlenméBigen Beschreibung genau abgegrenzter statistischer Massen vorgestellt.
Ziel statistischer Untersuchungen ist jedoch meist, allgemeingiiltigere Ergebnisse zu erhalten. Werden solche Daten
als Ergebnisse von Zufallsexperimenten — z.B. Befragungsergebnisse aus einer Zutallsstichprobe von Personen —
gewonnen, so ist zwar der Grad der Allgemeingiiltigkeit des Ergebnisses (der Induktionsschluss) unsicher, er kann

aber mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung quantifiziert werden.

Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung (am Beispiel der Aufgabe 9, Seite 13)

1. Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmales (Axiome von Kolmogoroff)

P(A)>0 P(SPD) =0.,4 Die Wahrscheinlichkeit P fiir ein Ereignis A (Zusam-
P(I)=1 P(FDP) =0, 1 menfassung moglicher Ergebnisse eines Zufallsexperi-

ments) ist nie negativ. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
P(AUB) = P(SPD UFDP) = | sichere Ereignis I ist 1. Die Wahrscheinlichkeiten fiir 2
P(A)+ P(B) 0,4+0,1=0,5 | sichausschlieBende Ereignisse konnen addiert werden.

2. Additionssatz (Verkniipfung U: ,.,entweder-oder*, Vereinigung)

P(AUB) P(SPDUArbeiter) | SchlieBen sich zwei Ereignisse nicht aus, so muss von
P(A)+P(B)—P(ANB) |=0,4+40,4—0,22| der Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die Einzel-
=0,58 ergebnisse die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge
abgezogen werden.

3. Multiplikationssatz (Verkniipfung N: ,,sowohl-als-auch®, Schnitt)
P(ANB) =P(A)-P(BJA)| P(SPDN Selbstg.) | Bei (stochastischer) Unabhingigkeit zweier Ereignisse
= P(B)-P(A|B)|=0,4-0,05=0,02| gilt:
P(ANB)  |=0,1-0,2=0,02 P(ANB) =P(A)-P(B)
P(B) P(A[B)

P(A|B) =

Praktische Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

e Bei einfachen Zufallsexperimenten, deren Ergebnisse (Elementarereignisse) gleichwahrscheinlich sind,
lassen sich Wahrscheinlichkeiten aus dem Verhiltnis von ,,glinstigen* zu ,,moglichen* Fillen berechnen
(Gliicksspiele, Urnenmodelle). Die diesem Wahrscheinlichkeitsmall zugrundeliegende Auffassung
wird auch klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff genannt.

e In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften wird beim ,,Schitzen* und ,, Testen* (vgl. Abschnitt 5.3)
zumeist vom statistischen oder frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff ausgegangen: Wahr-
scheinlichkeit ist eine relative Hiufigkeit, die in einer sehr langen Reihe unabhéngiger Versuche
festgestellt wurde. Der allgemeine Ursachenkomplex fiir die Haufigkeitsverteilung muss allerdings
konstant bleiben. Beispielsweise konnte man so eine Verteilung von moglichen Ergebnissen einer Stich-
probenziehung errechnen und aus dieser Verteilung dann Wahrscheinlichkeiten fiir ganz bestimmte
Ergebnisse entnehmen.

e Insbesondere bei tkonomischen Anwendungen z.B. bei Risikoabschidtzungen in Entscheidungssi-
tuationen spielt der induktive, speziell der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff eine Rolle. Die

Statistische Formelsammlung RéRBler/Ungerer
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Wahrscheinlichkeit wird als ein MaB fiir den Grad der Uberzeugtheit von der Richtigkeit einer Aussage
aufgefasst. Vielfach wird die Meinung vertreten, dass in praktischen Anwendungen jede Wahrschein-
lichkeitsaussage subjektive Elemente enthalte.

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Driickt man die moglichen Ergebnisse als Zufallsvariable X aus, d.h. als eine Abbildung, die jedem
Ergebnis aus der Ergebnismenge eine reelle Zahl zuordnet, so konnte man in allen drei genannten Fillen
eine Verteilung von Wahrscheinlichkeiten auf die Zufallsvariable X als Funktionsgleichung erstellen.
Die Funktion F(x), die jedem x € R die Wahrscheinlichkeit P(X < x) zuordnet, also F(x) = P(X < x),
heiB3t Verteilungsfunktion von X. Die Wahrscheinlichkeiten fiir mogliche Realisationen x kann man dann
an der Verteilungsfunktion F(x) ablesen. Fiir die praktische Anwendung iiblich sind hiufig verwendete
Wahrscheinlichkeits- bzw. Verteilungsfunktionen, die schon tabellarisch (in ,,Tafeln*) ausgewertet sind.

P(XSX])IF(X]) P(X>X1):1—F(X1) P(X1<XSXQ):F()C2)—F(X])

f(x) S f(x) I T f(x)

F(x)

F(x)

e In der Praxis wird zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten oft so vorgegangen, dass je nach Art
der Zufallsvariablen und des die Wahrscheinlichkeit erzeugenden Zufallsprozesses aus vorliegenden
»theoretischen* Verteilungen, das sind in mathematische Modelle — hier Funktionsgleichungen — abge-
bildete, theoretische Zufallsprozesse, eine ,,passende‘ ausgewahlt wird. Eine so zustandekommende
Wahrscheinlichkeitsaussage ist dann natiirlich selbst mit einer gewissen Unsicherheit (ndmlich die der
richtigen Modellauswahl) behaftet, ohne dass diese Unsicherheit quantifiziert werden konnte.

e Fiir derartige Verteilungen lassen sich normalerweise Kenngrof3en wie in der deskriptiven Statistik
(Erwartungswert, Varianz) berechnen. Giinstig ist es, wenn diese Kenngroflen auch eine Funktion
der Parameter der Verteilung sind. Beispielsweise sind bei der Gauf3’schen Normalverteilung die
KenngroBen u und 62 selbst Parameter der Verteilung (vgl. Abschnitt 5.2).

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Ereignis ,,Zahl der Arbei-

Auf- ter* in einer Stichprobe m.Z. von 3 Personen aus den 200 der Aufgabe 9, Seite 13.

gabe

(7)

b) Angenommen, wir ziehen aus der Einkommensverteilung von Aufgabe 3, Seite 6,
eine Stichprobe vom Umfang n = 1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, jemanden
zu ziehen, dessen Einkommen weniger als 1 000 €, 2 000 € und mehr, zwischen
1250 € und unter 3 000 € betrigt?
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5.2 Die Normalverteilung als Stichprobenverteilung

Die am haufigsten eingesetzte theoretische Verteilung ist die Gaul3’sche Normalverteilung. Die Zufallsvariable
kann hier als Summe ,,sehr vieler* voneinander unabhidngiger Einflussvariablen interpretiert werden, also z.B. als
arithmetisches Mittel bei der Ziehung von einfachen, unabhidngigen Zufallsstichproben. Die Normalverteilung ist

dann die Verteilung aller moglichen Ziehungsergebnisse.

Die Parameter der Normalverteilung sind die (auch deshalb schon in der deskriptiven Statistik hédufig
verwendeten) GroBen y und o2. Fiir X ~ N(u,c?) gilt:

1 w1 u)z
P(X <x) = F(x) = /e 2o )
(o] 2”,00

In der Praxis bestimmt man diese Wahrscheinlichkeit bei bekannten ¢ und ¢ so, dass man die Differenz
x — p als Vielfaches z von o ausdriickt, alsox =y +z- 6 bzw. z = )% berechnet. Die zu z gehdrende
Wahrscheinlichkeit kann in Tafeln zur Standardnormalverteilung abgelesen werden.

P(Z<z)=®(n1) PZ<-2)=P(-2u)=1-P(z1) | P(-u<Z<z)=2P(z)—1
¢(2) 9(2) @(z)
Z z =Z z =Z Z z
z 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,50 3,00
®(z) | 0,500 | 0,5987 | 0,6915 | 0,7734 | 0,8413 | 0,8944 | 0,9332 | 0,9599 | 0,9772 | 0,9938 | 0,9987

Bei der Ziehung unabhingiger Zufallsstichproben vom Umfang » aus einer beliebigen Grundgesamt-

heit mit arithmetischem Mittel u und Standardabweichung ¢ gilt fiir die Verteilung aller moglichen

arithmetischen Mittel:

e Der Erwartungswert (,,Durchschnitt*) aller moglichen Stichprobenergebnisse fiir das arithmetische
Mittel ist das arithmetische Mittel der Grundgesamtheit, d.h. E(X) = u.

e Die Streuung aller moglichen Durchschnitte hiangt von der Streuung in der Grundgesamtheit und dem
Stichprobenumfang ab, d.h. E(X — u)? = Var(X) = 62 = %2 (bzw. §=2. 672 ohne Zuriicklegen; fiir
N gegeniiber n geniigend grof3 kann der Korrekturfaktor (N —n)/(N — 1) vernachléssigt werden).

e Bei ,groen* (Praxis: n > 100) Stichprobenumfingen kann die Verteilung der Stichprobenergebnisse
durch eine Normalverteilung mit den Parametern y und sz = %2 approximiert werden (zentraler
Grenzwertsatz, vgl. Beispiel mit Microsoft Excel www.prof-roessler.de/Dateien/Statistik/zgs.xIsm).

Angenommen, die Korpergrof8e von Minnern in Deutschland sei normalverteilt mit
Auf- u = 178cm und o = 10cm.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit bei zufilliger Auswahl eines Mannes, eine
KorpergroBe aa) x < 193cm ab) x > 168cm ac) 158cm < x < 198cm zu erhalten?

b) Angenommen, man ziehe eine Stichprobe mit Zuriicklegen vom Umfang n = 100
(1000). Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, als arithmetisches Mittel einen Wert
ba) x > 177cm bb) x < 180cm bc) 175¢cm < x < 181cm zu erhalten?

gabe
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Haufig angewandte Stichprobenverteilungen und ihre Parameter

Zufalls- Stichprobenverteilung und Parameter
variable Verteilungsvoraussetzungen
X N(k,0?) E(X) =
2
fir X ~ N(u,02) Var(X) = o2 = "7 (m.Z.)
oder n > 30: X bel. verteilt
Var()_()—GZ—G—ZN_n (0.Z.)
Y A N—-1 o
LN N—n s
fiir — < 0,05 kann N1 vernachléssigt
werden.
P B(nz|n,m) (m.Z.) E(P)=nm
N(nm,nw(l —m)) fir nx(l—m)>9 Var(P) = n(l—m) (n.Z)
n
X — u N(Ov 1) <)_( — U
n E n)=0
o Ve fir X ~ N(u,0?) c v
X—p
Ve =1
(44)
Y—u\/ﬁ t(n—1) fir X ~ N(u,0?) v=n-—1
S N(0,1) furn >30: X bel. verteilt
(n—1)8% | x*(n—1) v=n—1
o2 fir X ~ N(u,o0?)
Y f(ny—1,ny—1) vi=n =1, vy=n—1
53 fir X, ~ N(ug,07)
g=1,2
Xi—X> | N(Wy — 07 <) EX-X)=m—th
fiir Xy ~ N(kg, 07) Var(X) —X2) = 07 _5 = L%
n n
oder n > 30: X, bel. verteilt " ! 2
g=1.2 (m.Z. bzw. 0.Z. fiir £ < 0,05, g=1,2)
4
fir n,m,(1-m,) >9 Var(P — Py) = m(l—m) N n,(1—m,)
g=1.2 o )
(m.Z. bzw. 0.Z. fiir % <0,05, ¢ =1,2)
8
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5.3 Grundlagen des Schatzens und Testens

Ist die Verteilung moglicher Stichprobenergebnisse bekannt — also z.B. eine bestimmte theoretische Verteilung
oder eine durch Simulationsstudien ndherungsweise abgeleitete Verteilung — so kénnen schon vor einer speziellen
Stichprobenziehung Wahrscheinlichkeitsaussagen zu erwarteten Ergebnissen getroffen (Inklusionsschluss) oder
ein notwendiger Stichprobenumfang, der eine ,,Mindestgenauigkeit* gewéhrleistet, bestimmt werden. Auch kénn-
ten von einem gegebenen Stichprobenergebnis aus quantifizierte MutmaBungen iiber den ,,wahren* Wert in der
Grundgesamtheit angestellt werden (Représentationsschluss). Ist die Stichprobenverteilung die Normalverteilung

N(u,02), so lisst sich die Vorgehensweise fiir z.B. symmetrische Intervalle wie folgt veranschaulichen.

Inklusionsschluss Reprisentationsschluss
Plu—z-o:<X<u+z-op)=1-a PX—z0:<u<X+z-05)=1-a
f(X) L 3 | e e pe——m———————
y N o -
A 1-a N
e B | = ; ‘ B
i p-Zo; n ptzo; X i n-zox n ntzoyx X
Xi Xi
ca. 95% der x; liegen im Bereich +2 - 6y um ca. 95% der Intervalle der Linge £2 - 6 um die X;
iiberdecken den Wert 1 — ,,Vertrauensintervalle*

Die GroBe |e| = z- o ist der sog. Stichprobenfehler. Sind e, z und ¢ gegeben, so kann ein ,,notwendiger*

Stichprobenumfang berechnet werden: n > 72 - 3—22

e Beim Reprisentationsschluss wird bei vorgegebenem z und ox ein Intervall berechnet, das mit einer
Wahrscheinlichkeit von (1 — o) den unbekannten Wert u iiberdeckt. o ist jedoch meist unbekannt
und wird dann aus der Stichprobe geschitzt: 6% = s> = L. ¥ (x; —%)? (weil E(s?) = 02, d.h. s>
erwartungstreue Schétzfunktion fiir 2. (N grof3: kein Korrekturfaktor, n gro3: Z = f;\/% ~ N(0,1).)

e Beim Hypothesentest wird iiberpriift, ob ein bestimmtes Stichprobenergebnis zu den (nach dem
Inklusionsschluss) wahrscheinlichen Ergebnissen gehort. Wenn nicht, gilt die Hypothese als widerlegt.

e Beim Riickschluss von einem bestimmten ,,reprisentativen‘ Stichprobenergebnis auf die unbekann-
te Grundgesamtheit — die ilibliche Anwendung in der Markt- und Meinungsforschung — wird die
Giite des Ergebnisses durch die Angabe eines Vertrauensintervalls (Repriasentationsschluss), des
Stichprobenfehlers oder wenigstens des Stichprobenumfangs dokumentiert.

e Ist X eine 0,1-Variable und p (bzw. ) der Anteil der 1-Trédger in der Stichprobe (Grundgesamtheit),

soistX = p (bzw. u = ) und s* = 5 p(1—p) (bzw. o’ =n(1-n)).

a) Es wird behauptet, deutsche Ménner seien im Durchschnitt 178cm grof3 bei einer
Standardabweichung von 10cm. Wir iiberpriifen die Behauptung durch Zufalls-

Auf- stichproben vom Umfang n = 100 (1000) und erhalten jeweils X = 179. Ist die
Behauptung bei einer Wahrscheinlichkeit von (1 — o) = 0,9545 haltbar (also bei

gabe einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 0,0455 widerlegbar)?
b) Durch eine einfache Zufallsstichprobe von 900 Haushalten aus den ca 39 Mio.
Haushalten in Deutschland sollen die Durchschnittsausgaben fiir Nachrichteniiber-

mittlung erfasst werden. Wir erhalten Z?:O(l) x;i = 45000 und 2?2? xl-2 = 9531900.
Wie ,,genau‘ ist das Ergebnis?
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6 Induktive Statistik: Anwendungen
6.1 Zufallsstichproben

Der Reprisentationsschluss ist ein Riickschluss vom eingetroffenen Stichprobenergebnis auf den unbekannten,
aber festen Parameter in der Grundgesamtheit. Da nach der Realisation keine Wahrscheinlichkeitsaussagen mehr
moglich sind, spricht man in frequentistischer Betrachtungsweise von einer Konfidenzaussage: Die bzgl. des Stich-
probenfehlers getroffene Aussage (das Intervall) wire bei einer grofen Zahl unabhingiger Stichprobenziehungen in
z.B. 95,45% (Konfidenzniveau) der Fille richtig. Als interessierende Ergebnisse aus Zufallsstichproben werden hier
arithmetische Mittel bzw. Merkmalssummen betrachtet. Bei gegebenem Konfidenzniveau — also gegebenem z, sofern
die Gaul3’sche Normalverteilung als Stichprobenverteilung verwendet werden darf, — hdngt der Stichprobentehler
von der Streuung der moglichen Stichprobenergebnisse, also hier von der Standardabweichung ox ab, die in der

Praxis geschitzt werden muss.

Einfache Zufallsstichproben

Bei einfachen Zufallsstichproben (simple random sampling) hat vor der ersten zufélligen Auswabhl jede
Einheit in der Grundgesamtheit dieselbe Auswahlwahrscheinlichkeit. Es kann mit (m.Z.) oder ohne (0.Z.)
Zuriicklegen gezogen werden.

Vorgehensweise m.Z. 0.Z.
1. Genauigkeitsvorgabe, d.h. gewiinschte Genauigkeit entweder absolut (¢’) oder relativ (e = ﬁ—/,) bei
vermutetem p’
2. Abschitzung der Varianz (aus anderen, z.B. o2 o2
fritheren Erhebungen, Pilotstudien, ,,Annah-
men*‘* bzw. der Stichprobenrealisation selbst)
3. Bestimmung des notwendigen Stichproben- o2 Ne2\ !
f: n>z— n>N|{1
umfangs n ERY) 20”2
N—n n . n ” n~ —1
~1—— mit —: ,,Auswahlsatz* 2V Ne
N-1 N N nZZZ nZN(“Qzﬁ)
4. Zufallsauswahl (vollstindige Auswabhlliste!) und Erhebung x;
5. Hochrechnung A=x a=x
6. Fehlerrechnung é | =z S s n
NP PR
7. Konfidenzintervalle x—lél<u<x+|é
N-X—N-[e|]<N-u<N-X+N-|é
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Geschichtete Zufallsstichproben

Um die Streuung der moglichen Ergebnisse zu verringern, versucht man in der Praxis durch Nutzung
von Zusatzinformationen die Gesamtheit in — beziiglich der Varianz des zu erhebenden (bzw. eines
mit ihm hoch korrelierten) Merkmals — homogene Untergruppen zu schichten (stratified sampling).
Wir gehen davon aus, dass die Zahl der Schichten und die Schichtgrenzen schon festgelegt sind, die

Gesamtstichprobe n proportional zu den Schichtumfidngen Ny, der L Schichten (h =1,...,

L) aufgeteilt

wird und die Stichproben je Schicht n;, m.Z. ausgewihlt werden. (Y. n;, =n, Y N, = N)

Vorgehensweise

N,
1. Genauigkeitsvorgabe |¢/| =z -0, =z — HZ’N2 U— Z_Gh mit n;, = ]\;’ n

2. Abschitzung der Varianzen o)’
3. Notwendiger Stichprobenumfang n 2 Y Nyo;, G}’ZZ geschitzt
. . . n Z ’ /
(bei proportionaler Aufteilung) N- e’2 e’ vorgegeben
4. Proportionale Aufteilung " N o
Y
5. Zufallsauswahl m.Z. je Schicht und Berechnung X,
6. Hochrechnung f=%= %Z Ny,
7. Fehlerrechnung é 1 §2 TN
o=z [TV =gy Ly D
N n n= N
8. Konfidenzintervalle -]l <u<x+|é
N-X—N-|é| <N-X+N-|é

Aus einer fritheren Erhebung zu den monatlichen Ausgaben fiir ein Kind hat man fiir
eine Grundgesamtheit von Haushalten mit Kindergeldanspriichen folgende Daten:

Auf- Schicht Nr. Anzahl der Gesamtausgaben Summe der quadrierten
Haushalte je Schicht Einzelausgaben ge Schicht
(Mio) (Mio €) (Mio €°)
gabe
750 125000
2 900 280800
1000 5123800

Man berechne fiir eine geplante neue Erhebung der Durchschnittsausgaben den notwen-
digen Stichprobenumfang bei uneingeschrinkter und bei geschichteter Zufallsauswahl
(Aussagewahrscheinlichkeit 95,45%, zulédssiger absoluter Zufallsfehler 5,- €).
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Haufig angewandte Konfidenzintervalle

Para- Konfidenzintervall Verteilung
meter
U bei X—720, <U<X+z O N(u,0?)
- c .
}[)ekann mit o, = NG (m.Z.) | fur X ~ N(u,0?)
em n
oder n > 30: X bel. verteilt
o - 6 |[N—n (0.Z)"
= 0.Z.
MRV AR
u bei X—t-6.<pu<x+t-6; t(n—1) fir X ~ N(u,o0?)
unbe- X—2-6;<uU<x+z 6 N(u,0?) fiir n>30: X bel. verteilt
kanntem s
mit 6;= — m.Z. —
g T n (MZ) 1 far ™ < 0,05 kann "
s IN—n N N-—1
6= — Z)* vernachlissigt werden.
o? (n—1)s? < o2 (n—1)s? x*(n—1) fir X ~ N(u,o?)
Xlz_%(”— - - Xé (n—1) normalverteilt fiir n > 30
und X ~ N(u,c?)
T p—26,<n<p+z6, N(nm,nn(1—m)) fiir np(1—p)>9
L p(1-p)
mit G, p— (m.Z.)
\ p(1—p) \/N—n
= Z.)*
©p \/ n—1 N-1 (0.2
M=t (x —xp) —16p < — i < (x1 —x2) +16p, <S% 35)2
2 2 . ng n
mit 6p = S_1+s_2 t(v) mit v = 2N 2 2\ 2
n, n, 51 52
(m.Z. bzw. 0.Z. fiir 28 < 0,05, g—1,2) <"1) +("2)
Z.bzw. ..uNg ,05, g=1, PR
1 g - ~ 2
wobei: sg = 7 Z(xi %)% g=12 fiir Xo ~ N(ug, 07)
g ’:1 N(/Jl _.uzaale_xz)
8
_ 1! Yo e fiir n > 30: X, bel. verteilt, g=1,2
ng—154" ng—1
T =M | (p1—p2)—26p <m —m, < (p1—p2)+26p | N(u,0%) mit
mit & — P1(1_P1)+P2(1_P2) H=mT =,
° ny—1 ny—1 0> =nm (1 —m) +nymy (1 —my))
fiir np,(1—p,)>9, g=1,2
(m.Z. bzw. 0.Z. fﬁr% <0,05, g=1,2) ePsl1=Pg) 29 8
4
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6.2 Hypothesenprifung

Die sog. Nullhypothese (Hy) ist die mathematische Formulierung einer aus der Theorie oder Erfahrung oder Giite-
forderung etc. sich ergebenden Hypothese so, dass eine Uberpriifung durch einen statistischen Test méglich ist. Dazu
gehoren eine adiquate empirische Messung und deren Umsetzung in eine statistische Kenngro3e (Testfunktion T
als Zufallsvariable) so, dass bei bekanntem Zufallsprozess eine Verteilung moglicher Ergebnisse angegeben werden
kann. So lassen sich Regeln ableiten, die mogliche Stichprobenergebnisse als mit einer Hypothese vertriglich oder

nicht vertrdglich einzuordnen erlauben.

Signifikanztest

Hy : t >ty Bereichshypothese Hj : t =ty Punkthypothese Hy : t <ty Bereichshypothese

feH) A f(t[Ho) ftHo)

- ¢
+—Hy nicht widerlegt —»|

t

c‘ : j I ‘ } I I t Cy Co
[+—H, nicht widerlegt —» l#Hgnicht widerlegt*

Zur Entscheidung, ob eine Hypothese vorlaufig aufrechterhalten werden kann oder durch eine Stichprobe
als widerlegt gilt, wird eine Verteilung der moglichen Ergebnisse ¢ einer Testfunktion betrachtet, die
sich bei wahrer Hypothese ergeben hiitte [f(¢|Hp)]. Ist das eingetroffene Ergebnis als ,,unwahrscheinlich
einzustufen, so gilt die Hypothese als widerlegt. Je unwahrscheinlicher das Ergebnis wire, d.h. je stirker
die Widerlegung ausfillt, desto hoher ist die Signifikanz.

Beispiel: Aufgabe 19, Seite 23: Stichprobenergebnisse X;. Sind Ménner groer als 178cm oder nicht?
o =178,0 =10, o =0,0446, T =X, Hp: u < o= 178, f(t|Hp) :N(u,%z)

@

06

]

06 1

08
] 9 |
- 0‘6 I
05 |-

05 - 05 -

04 4 04 1 04 -

031 031 03 -

0,2 1 0,2 1 0,2 ~

0,1 0,1 0,1 4

0,0

0,0

0,0

174 175 176 177 178 179 180 191)_(192 174 175 176 177 178 179 180 181)—(182 174 175 176 177 178 179 180 131;182

fiir x; keine Widerlegung von Hy fiir x; keine Widerlegung von Hy fiir x; Widerlegung von H

Hinweis zur Interpretation

Ein Ergebnis, das ,,signifikant* oder gar ,,hochsignifikant* ist (vgl. ,,purer* Signifikanztest, Seite 28), be-
deutet nun nicht, dass es in der Sache wesentlich sei, sondern nur, dass der Verfahrenseinfluss vermutlich
gering ist. Dies kann einfach z.B. durch einen groflen Stichprobenumfang erreicht werden. Nichtsi-
gnifikanz, also kein Widerspruch zur Hypothese bedeutet ebensowenig, dass die Hypothese sachlich
gerechtfertigt oder gar bestétigt wurde — sie wurde nur nicht mit der gewéhlten Verfahrensweise widerlegt.
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Fehlermoglichkeiten bei Tests

Bei der geschilderten Vorgehensweise der Hypothesenpriifung — ndmlich sehr unwahrscheinliche Ergebnisse (am
Rand der Testverteilung) als Widerlegung aufzufassen —, geht man natiirlich das Risiko ein, télschlicherweise zu
widerlegen. Das Risikomalf3 hierfiir ist die Irrtumswahrscheinlichkeit o, d.h. der Anteil all derjeniger Ergebnisse

fiir t, die man als unwahrscheinlich bezeichnen wiirde.

Testentscheidung tatsidchlicher Zustand

Hj richtig

Hy falsch

Hj nicht verworfen

richtige Entscheidung
(Wahrscheinlichkeit 1 — o)

Fehler 2. Art
(Wahrscheinlichkeit f3)

Hj verworfen

Fehler 1. Art
(Wahrscheinlichkeit o)

richtige Entscheidung
(Wahrscheinlichkeit 1 — f3)

o wird beim klassischen Signifikanztest vorgegeben. Bei gegebener Testfunktion und ihrer Verteilung ist
damit der Ablehnungsbereich fiir Hy festgelegt. Manchmal wird erst nach der Stichprobenauswertung ein
o berechnet, zu dem Hy gerade noch nicht verworfen wird (,,purer Signifikanztest). Je geringer dann o
ausfillt, desto stirker ist die Widerlegung von Hy, d.h. desto hoher ist die Signifikanz.

B hingt von einer Alternativhypothese H; ab, die in wissenschaftlichen Anwendungen selten als Punkthy-
pothese (klassischer Alternativtest) formulierbar ist. (1 — ) wird als ,,Macht“ — 3 als ,,Operationscharak-
teristik — eines Tests bezeichnet und gilt als Auswahlkriterium: Hat man bei vorgegebenem o die Wahl

zwischen verschiedenen Testverfahren, so wird man jenes mit der gro8ten Macht wihlen.

Beispiel: Aufgabe 19, Seite 23: ug =178, 0 =10, « =0,0446, Hy: u < pup=178 — z=1,7

n=100: ox=1,c=179,7
Hy:p>p =180: f=0,3821

n=200: oz =0,707,c=179,2
Hi:p>p =180: B =0,1292

08 08 b
f(x (X ;
(o‘)r ----------------------------------------------------- & ;
06
05
04 - f
0,3 f
02 - ;
01 1 f
00 4 | ; ) !
176 177 178 179 180 181 182 176 177 178 179 180 181 182
1,0 i 1,0 ; ; 1,0
Bl i i ; j B(w) § | ‘|—n=100 B0
08 4N | S— [—— 0,5 ISR AN “{—n=200} 08 -
YT TP PR . YO oo beneneaes 08 -mmwmmeerioeneanes LN oo beoeaneaes 06
VY — ol NN ou |
o feddd N 0 fatde NS oz
0,0 i i i 00 i i i 0,0 i i -
177 78 179 M0 M8t 182 77 78 479 M0 181 182 77778 79 M0 1s1 82

n=400: 0y =0,5, c = 178,85
Hy:p>p =180: f=0,0107

RoRler/Ungerer

Statistische Formelsammlung



6 Induktive Statistik: Anwendungen 29

Praktische Vorgehensweise beim klassischen Signifikanztest

Eine Testentscheidung bzw. die Angabe eines Signifikanzniveaus wird getroffen auf der Grundlage einer Testver-
teilung bei Giiltigkeit der Nullhypothese. Widerlegt man die Hy, dann wire auch die Testverteilung und damit
die so berechnete Irrtumswahrscheinlichkeit o falsch. Man wird deshalb die zu priifende Hypothese bei einer
Bereichshypothese als Bereichsgegenhypothese H bzw. bei einer Punkthypothese als Bereichsgegenhypothesen H;
und H, formulieren. Die Irrtumswahrscheinlichkeit erreicht dann héchstens o, auch wenn H, nicht zutrifft.

f(t|Ho) Bsp.: Bei Hy : u < o ist fiir jedes u < U

das zugehorige o kleiner als bei Hy : 1t = L.
ZB.:e a=0,1,uy=178,0 =10,n =100
o =0,0374, uy =177,5
e op=0,0113, up =177

= ¢=179,3

Da Hj also nie bestitigt, sondern hochstens nicht widerlegt werden kann, bedeutet damit eine Widerlegung
von Hj indirekt eine Bestitigung (und nicht nur Nicht-Widerlegung) von Hj.

Schritte Beispiel 1 Beispiel 2
1. Formulierung von H Ho: 1 <po Hyp: w <o
Hi: u> Hi: >
2. Wabhl der Testfunktion und Bestimmung der Test- T — X — Ho vn T — X1 X
verteilung bei Giiltigkeit von Hy o 5 i l
~ N(0,1) o m
~ N(0,1)
3. Wahl von o und Bestimmung des Ablehnungsbe- -« Z1—q fur
reichs ny+ny—2>30
4. Stichprobenziehung und Berechnung von ¢
5. Testentscheidung, d.h. Widerlegung von H bei 1>71-a A
Fiir weitere Tests vgl. ,,Hiufig angewandte Testverfahren®.

Deutsche Minner sind im Durchschnitt 178cm grof} bei einer Streuung von ¢ = 10cm.
10% sind blond. Eine Stichprobe von 100 Managern in hoheren Positionen ergab eine
Auf- durchschnittliche KorpergrofSe von X = 175cm. 13 Manager waren blond. Priifen Sie
gabe bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0,0446

a) die ,,Napoleon*“-Hypothese: Im Beruf erfolgreiche Ménner sind im Durchschnitt

@ kleiner als andere,

b) die ,, Teutonen“-Hypothese: Unter den im Beruf erfolgreichen Médnnern gibt es mehr
Blonde.
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7 Aufgaben zur Wiederholung

Auf-

gabe

Je 200 zufillig ausgewihlte Politologen und Soziologen werden danach befragt, wieviele
Klausuren sie zur Erlangung des Statistikscheines benotigten. Ergebnis:

Klausuren 1 2 3 4 5

_ Benotig(t)en die Politologen weniger
Soziologen 80 60 40 20 - Anliufe?

Politologen | 112 44 24 12 8

Losung: r = 1,885, also ,,ja*, sofern ¢ > 0,0297 (172 =0,009!)

Auf-

gabe

Aus einer fritheren Erhebung zu Biicherausgaben von Studenten hat man folgendes Ergebnis:

a) Zeichnen Sie ein Histogramm und die Verteilungs-
Wert von ... Anzahl der funktion. Bestimmen Sie die Quartile.

bisunter... € | Studenten b) Berechnen Sie die Durchschnittsausgaben, die Vari-

anz und den Variationskoeffizienten.

0 - 10 500 c) Eine neue Zufallsstichprobe ist geplant. Berechnen

10 — 30 500 Sie den notwendigen Stichprobenumfang, wenn
30— 60 500 der relative Stichprobenfehler bei einer Aussage-
wahrscheinlichkeit von 95,45% nicht hoher als 2%

60 - 100 500 sein soll. Erldutern Sie, wie durch eine Schichtung
100 — 150 500 ein geringerer Stichprobenumfang erreicht werden

kann.

Losung: a) Q1 = 15, Z =45, Q3 =90, b) x =55, s2, = 91,7, 52, = 1870, s> = 1961, 7,

V =0,805, ¢)n > 6800 (ny,, > 304, sofern Schichtung entsprechend Klassie-
rung und Klassenbesetzung)

Auf-

gabe

Auf die Frage ,,Haben Sie den Eindruck, dass die Euroeinfithrung zu Preiserh6hungen
missbraucht wurde?** antworteten 1000 zufillig ausgewéhlte Biirger ,,Eurolands* wie folgt:

Antwort | AT | BeNeLux | DE | ES | FI | FR | GR | IE | IT | PT

Ja 5 50 180 | 50 5 | 140 5 5 | 140 | 20
Nein 20 50 50 8 | 15 | 65 30 | 10 | 60 | 15

a) Berechnen Sie Pearsons korrigierten C-Koeffizienten und interpretieren Sie das Ergebnis.
Fithren Sie einen y2-Test durch.

b) Berechnen Sie A, und interpretieren Sie das Ergebnis auch im Vergleich zum korrigierten
C-Koeffizienten.

Losung: a) x* = 141,8,C=0,35,C* = 0,5, 1} 4(9) = x505(9) = 16,9, 1 > 16,9 —
Hj ablehnen b) A, =0,225
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Leistungstest bei 250 Schiilern:

a) Ineinem Test bei 250 zufillig ausgewihlten 15jdhrigen Schiilern in einem Bundesland
wurde die Fiahigkeit, Texte zu interpretieren mit der Fahigkeit, Textaufgaben in Mathe-
matik zu 16sen, verglichen (-1: unteres Drittel, O: mittleres Drittel, +1: oberes Drittel):

Mathel6sung Texterfassung
-1 0 +1
-1 50 20 10 Berechnen Sie Kendall’s 7, und
interpretieren Sie das Ergebnis.
Sl 0 20 | 50 | 30 P y
+1 10 20 40
gabe

b) Bei den drei Gruppen (-1: Gruppe 1 etc.) mit unterschiedlicher Texterfassungskompetenz
wurde auBBerdem die Zeit (Std.) erfasst, die die Schiiler pro Woche fernsehen:

2

Gruppe i Xi s n;
1 30 100 80
2 25 80 90
3 20 60 80

Berechnen Sie den n2-Koeffizienten und
fiihren Sie einen F-Test (o = 0,05) durch.
Interpretieren Sie beide Ergebnisse im Zu-
sammenhang.

Losung: a) nc = 11600, n; = 3000, T, = 6000, T, = 6200, T\, =4325, 1, =0,415
b)X =25, n°=0,16, s> =96, t =24,7 > f1_4(2,247) = 2,995

Auf-

gabe

Fiir sechzehn Arbeitslose ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen dem Alter, dem
Geschlecht und der seitherigen Dauer der Arbeitslosigkeit in Monaten:

Nr. 1 213 4 | 5 6 | 7 8 9 (10|11 |12 13|14 | 15| 16
Geschh m|w| m| | m| | m|w | m|m|w|w | m | m/ | m| |w]/|w]|m
Alter 26 |42 | 34 |40 | 28 | 52 |42 |54 |46 | 36 | 38 | 48 | 46 | 30 | 38 | 40
Dauer 31128 |10 4 (16| 7 10|14 6 | 4 |10 6 | 5 7 6

a) Stellen Sie in einem Streuungsdiagramm den Zusammenhang zwischen den Merkmalen
Alter und Arbeitslosigkeitsdauer fiir diese Gruppen dar. Berechnen Sie eine lineare
Regression nach der Methode der kleinsten Quadrate, das Bestimmtheitsmall und
interpretieren Sie es als PRE-Ma8.

b) Berechnen Sie den n?-Koeffizienten und interpretieren Sie ihn als PRE-Mab fiir den
Einfluss des Geschlechts auf die Arbeitslosigkeitsdauer.

Losung: a) § = —5,659 4+ 0,341x, r> =0,5737, b)y,, = 10, y,, = 68, n>=0,185

RoRler/Ungerer
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Anhang: Tafeln zu einigen wichtigen Verteilungen
A Standardnormalverteilung

Vertafelt sind die Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P(Z < z) fiir z > 0.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 05793 0,832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
03| 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5| 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 | 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 10,7389 0,7422 10,7454 10,7486 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 10,7764 0,7794 10,7823 0,7852
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 10,7967 0,7995 0,8023 0,8051 10,8078 0,8106 0,8133
0908159 10,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 | 0,8413 10,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 | 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 10,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 | 0,8849 10,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 | 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 | 09192 10,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 10,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 09726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 09772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,11 09821 09826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 09861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,31 09893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2409918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 10,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 10,9949 0,9951 0,9952
2,6 | 09953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 10,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 109965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 10,9973 0,9974
2,8 09974 09975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 | 09981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 10,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 | 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,11 09990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 10,9992 0,9993 0,9993
3,2 10,9993 0,9993 0,9994 10,9994 10,9994 10,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 | 09995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 | 09997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5| 09998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 | 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
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B ¢-Verteilung

Vertafelt sind die Werte von ¢ zu gegebenen Werten der Verteilungsfunktion fiir v Freiheitsgrade. Fiir
H—a(Vv) gilt F(ti_q(v)) =1—a.

1% l—o
0,600 0,700 0,750 0,800 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
1 0,325 0,727 1,000 1,376 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656 318,289
2| 0,289 0,617 0,816 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,328
3| 0277 0584 0,765 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,214
4 | 0,271 0,569 0,741 0,941 1,633 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173
5| 0,267 0559 0,727 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,894
6| 0,265 0553 0,718 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208
7| 0,263 0,549 0,711 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785
8| 0,262 0546 0,706 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501
91| 0,261 0,543 0,703 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297
10| 0,260 0,542 0,700 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144
11 0,260 0,540 0,697 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025
12| 0,259 0,539 0,695 0,873 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930
13| 0,259 0,538 0,694 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852
14| 0,258 0,537 0,692 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787
15| 0,258 0,536 0,691 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733
16 | 0,258 0,535 0,690 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686
17 | 0,257 0534 0,689 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646
18 | 0,257 0,534 0688 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610
19| 0,257 0,533 0,688 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579
20| 0,257 0,533 0,687 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552
21 0,257 0,532 0,686 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527
22| 0,256 0532 0,686 0,858 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505
23| 0,256 0532 0,685 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485
24 | 0,256 0,531 0,685 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467
25| 0,256 0,531 0,684 0,85 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450
26 | 0,256 0,531 0,684 0,85 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435
27 | 0,256 0,531 0,684 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421
28| 0,256 0,530 0,683 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408
29| 0,256 0530 0,683 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396
30| 0,256 0,530 0,683 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385
40 | 0,255 0,529 0,681 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307
50| 0,255 0,528 0,679 0,849 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261
100 | 0,254 0,526 0,677 0,845 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626 3,174
150 | 0,254 0,526 0,676 0,844 1,287 1,655 1,976 2,351 2,609 3,145
| 0253 0,524 0,674 0,842 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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C Chi-Quadrat-Verteilung

Vertafelt sind die Werte von 2 zu gegebenen Werten der Verteilungsfunktion fiir v Freiheitsgrade. Fiir
X (V) gilt F(x?_o(v)) = 1— o Approximation fiir v > 35: x7 (V) = 3(zi—a + V2V —1)%

v 11—
0,600 0,700 0,800 0,900 0,950 0,975 0,980 0,990 0,995 0,999
0,708 1,074 1,642 2,706 3,841 5,024 5,412 6,635 7,879 10,827
1,833 2,408 3,219 4,605 5,991 7,378 7,824 9,210 10,597 13,815
2,946 3,665 4,642 6,251 7,815 9,348 9,837 11,345 12,838 16,266
4,045 4,878 5,989 7,779 9,488 11,143 11,668 13,277 14,860 18,466
5,132 6,064 7,289 9,236 11,070 12,832 13,388 15,086 16,750 20,515
6,211 7,231 8,558 10,645 12,592 14,449 15,033 16,812 18,548 22,457
7,283 8,383 9,803 12,017 14,067 16,013 16,622 18,475 20,278 24,321
8,351 9,524 11,030 13,362 15,507 17,535 18,168 20,090 21,955 26,124
9,414 10,656 12,242 14,684 16,919 19,023 19,679 21,666 23,589 27,877
10,473 11,781 13,442 15,987 18,307 20,483 21,161 23,209 25,188 29,588
11,630 12,899 14,631 17,275 19,675 21,920 22,618 24,725 26,757 31,264
12,584 14,011 15,812 18,549 21,026 23,337 24,054 26,217 28,300 32,909
13,636 15,119 16,985 19,812 22,362 24,736 25,471 27,688 29,819 34,527
14,685 16,222 18,151 21,064 23,685 26,119 26,873 29,141 31,319 36,124
15,733 17,322 19,311 22,307 24,996 27,488 28,259 30,578 32,801 37,698
16,780 18,418 20,465 23,542 26,296 28,845 29,633 32,000 34,267 39,252
17,824 19,511 21,615 24,769 27,587 30,191 30,995 33,409 35,718 40,791
18,868 20,601 22,760 25,989 28,869 31,526 32,346 34,805 37,156 42,312
19,910 21,689 23,900 27,204 30,144 32,852 33,687 36,191 38,582 43,819
20,951 22,775 25,038 28,412 31,410 34,170 35,020 37,566 39,997 45,314
21,992 23,858 26,171 29,615 32,671 35479 36,343 38,932 41,401 46,796
23,031 24,939 27,301 30,813 33,924 36,781 37,659 40,289 42,796 48,268
24,069 26,018 28,429 32,007 35,172 38,076 38,968 41,638 44,181 49,728
25,106 27,096 29,553 33,196 36,415 39,364 40,270 42,980 45,558 51,179
26,143 28,172 30,675 34,382 37,652 40,646 41,566 44,314 46,928 52,619
27,179 29,246 31,795 35,563 38,885 41,923 42,856 45,642 48,290 54,051
28,214 30,319 32,912 36,741 40,113 43,195 44,140 46,963 49,645 55475
29,249 31,391 34,027 37,916 41,337 44,461 45419 48,278 50,994 56,892
30,283 32,461 35,139 39,087 42,557 45,722 46,693 49,588 52,335 58,301
31,316 33,530 36,250 40,256 43,773 46,979 47,962 50,892 53,672 59,702
32,349 34,598 37,359 41,422 44,985 48,232 49,226 52,191 55,002 61,098
33,381 35,665 38,466 42,585 46,194 49,480 50,487 53,486 56,328 62,487
34,413 36,731 39,572 43,745 47,400 50,725 51,743 54,775 57,648 63,869
35,444 37,795 40,676 44,903 48,602 51,966 52,995 56,061 58,964 65,247
36,475 38,859 41,778 46,059 49,802 53,203 54,244 57,342 60,275 66,619
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D F-Verteilung

Vertafelt sind die Werte von f zu gegebenen Werten der Verteilungsfunktion fiir (v;, v,) Freiheitsgrade.
Fir fi_a(v1,v2) gilt F(fi—a(V1,V2)) =1 —a.

Vi
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V2
25
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27

28

29

30
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0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990

2,975
4,351
5,871
8,096
2,589
3,493
4,461
5,849
2,380
3,098
3,859
4,938
2,249
2,866
3,515
4,431
2,158
2,711
3,289
4,103
2,091
2,599
3,128
3,871
2,040
2,514
3,007
3,699
1,999
2,447
2,913
3,564
1,965
2,393
2,837
3,457

2,961
4,325
5,827
8,017
2,575
3,467
4,420
5,780
2,365
3,072
3,819
4,874
2,233
2,840
3,475
4,369
2,142
2,685
3,250
4,042
2,075
2,573
3,090
3,812
2,023
2,488
2,969
3,640
1,982
2,420
2,874
3,506
1,948
2,366
2,798
3,398

2,949
4,301
5,786
7,945
2,561
3,443
4,383
5,719
2,351
3,049
3,783
4,817
2,219
2,817
3,440
4,313
2,128
2,661
3,215
3,988
2,060
2,549
3,055
3,758
2,008
2,464
2,934
3,587
1,967
2,397
2,839
3,453
1,933
2,342
2,763
3,346

2,937
4,279
5,750
7,881
2,549
3,422
4,349
5,664
2,339
3,028
3,750
4,765
2,207
2,796
3,408
4,264
2,115
2,640
3,183
3,939
2,047
2,528
3,023
3,710
1,995
2,442
2,902
3,539
1,953
2,375
2,808
3,406
1,919
2,320
2,731
3,299

2,927
4,260
5,717
7,823
2,538
3,403
4,319
5,614
2,327
3,009
3,721
4,718
2,195
2,776
3,379
4,218
2,103
2,621
3,155
3,895
2,035
2,508
2,995
3,667
1,983
2,423
2,874
3,496
1,941
2,355
2,779
3,363
1,906
2,300
2,703
3,256

2,918
4,242
5,686
7,770
2,528
3,385
4,291
5,568
2,317
2,991
3,694
4,675
2,184
2,759
3,353
4177
2,092
2,603
3,129
3,855
2,024
2,490
2,969
3,627
1,971
2,405
2,848
3,457
1,929
2,337
2,753
3,324
1,895
2,282
2,677
3,217

2,909
4,225
5,659
7,721
2,519
3,369
4,265
5,526
2,307
2,975
3,670
4,637
2,174
2,743
3,329
4,140
2,082
2,587
3,105
3,818
2,014
2,474
2,945
3,591
1,961
2,388
2,824
3,421
1,919
2,321
2,729
3,288
1,884
2,265
2,653
3,182

2,901
4,210
5,633
7,677
2,511
3,354
4,242
5,488
2,299
2,960
3,647
4,601
2,165
2,728
3,307
4,106
2,073
2,572
3,083
3,785
2,005
2,459
2,923
3,558
1,952
2,373
2,802
3,388
1,909
2,305
2,707
3,256
1,874
2,250
2,631
3,149

2,894
4,196
5,610
7,636
2,503
3,340
4,221
5,453
2,291
2,947
3,626
4,568
2,157
2,714
3,286
4,074
2,064
2,558
3,063
3,754
1,996
2,445
2,903
3,528
1,943
2,359
2,782
3,358
1,900
2,291
2,687
3,226
1,865
2,236
2,611
3,120

2,887
4,183
5,588
7,598
2,495
3,328
4,201
5,420
2,283
2,934
3,607
4,538
2,149
2,701
3,267
4,045
2,057
2,545
3,044
3,725
1,988
2,432
2,884
3,499
1,935
2,346
2,763
3,330
1,892
2,278
2,669
3,198
1,857
2,223
2,592
3,092

2,881
4,171
5,568
7,562
2,489
3,316
4,182
5,390
2,276
2,922
3,589
4,510
2,142
2,690
3,250
4,018
2,049
2,534
3,026
3,699
1,980
2,421
2,867
3,473
1,927
2,334
2,746
3,305
1,884
2,266
2,651
3,173
1,849
2,211
2,575
3,067
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Anhang: Tafeln zu einigen wichtigen Verteilungen
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0,900
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0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
0,900
0,950
0,975
0,990
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2,835
4,085
5,424
7,314
2,440
3,232
4,051
5,178
2,226
2,839
3,463
4,313
2,091
2,606
3,126
3,828
1,997
2,449
2,904
3,514
1,927
2,336
2,744
3,291
1,873
2,249
2,624
3,124
1,829
2,180
2,529
2,993
1,793
2,124
2,452
2,888

2,809
4,034
5,340
7,171
2,412
3,183
3,975
5,057
2,197
2,790
3,390
4,199
2,061
2,557
3,054
3,720
1,966
2,400
2,833
3,408
1,895
2,286
2,674
3,186
1,840
2,199
2,553
3,020
1,796
2,130
2,458
2,890
1,760
2,073
2,381
2,785

2,791
4,001
5,286
7,077
2,393
3,150
3,925
4,977
2,177
2,758
3,343
4,126
2,041
2,525
3,008
3,649
1,946
2,368
2,786
3,339
1,875
2,254
2,627
3,119
1,819
2,167
2,507
2,953
1,775
2,097
2,412
2,823
1,738
2,040
2,334
2,718

2,779
3,978
5,247
7,011
2,380
3,128
3,890
4,922
2,164
2,736
3,309
4,074
2,027
2,503
2,975
3,600
1,931
2,346
2,754
3,291
1,860
2,231
2,595
3,071
1,804
2,143
2,474
2,906
1,760
2,074
2,379
2,777
1,723
2,017
2,302
2,672

2,769
3,960
5,218
6,963
2,370
3,111
3,864
4,881
2,154
2,719
3,284
4,036
2,016
2,486
2,950
3,563
1,921
2,329
2,730
3,255
1,849
2,214
2,571
3,036
1,793
2,126
2,450
2,871
1,748
2,056
2,355
2,742
1,711
1,999
2,277
2,637

2,762
3,947
5,196
6,925
2,363
3,098
3,844
4,849
2,146
2,706
3,265
4,007
2,008
2,473
2,932
3,535
1,912
2,316
2,711
3,228
1,841
2,201
2,552
3,009
1,785
2,113
2,432
2,845
1,739
2,043
2,336
2,715
1,702
1,986
2,259
2,611

2,756
3,936
5,179
6,895
2,356
3,087
3,828
4,824
2,139
2,696
3,250
3,984
2,002
2,463
2,917
3,513
1,906
2,305
2,696
3,206
1,834
2,191
2,537
2,988
1,778
2,103
2,417
2,823
1,732
2,032
2,321
2,694
1,695
1,975
2,244
2,590

2,748
3,920
5,152
6,851
2,347
3,072
3,805
4,787
2,130
2,680
3,227
3,949
1,992
2,447
2,894
3,480
1,896
2,290
2,674
3,174
1,824
2,175
2,515
2,956
1,767
2,087
2,395
2,792
1,722
2,016
2,299
2,663
1,684
1,959
2,222
2,559

2,739
3,904
5,126
6,807
2,338
3,056
3,781
4,749
2,121
2,665
3,204
3,915
1,983
2,432
2,872
3,447
1,886
2,274
2,652
3,142
1,814
2,160
2,494
2,924
1,757
2,071
2,373
2,761
1,712
2,001
2,278
2,632
1,674
1,943
2,200
2,528

2,731
3,888
5,100
6,763
2,329
3,041
3,758
4,713
2,111
2,650
3,182
3,881
1,973
2,417
2,850
3,414
1,876
2,259
2,630
3,110
1,804
2,144
2,472
2,893
1,747
2,056
2,351
2,730
1,701
1,985
2,256
2,601
1,663
1,927
2,178
2,497

2,706
3,841
5,024
6,635
2,303
2,996
3,689
4,605
2,084
2,605
3,116
3,782
1,945
2,372
2,786
3,319
1,847
2,214
2,566
3,017
1,774
2,099
2,408
2,802
1,717
2,010
2,288
2,639
1,670
1,938
2,192
2,511
1,632
1,880
2,114
2,407
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